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OPPGAVE 1

Dreieimpulsen er
L = r × p

Vi ser først p̊a [pi, Lj ] og starter med i = j, f.eks. i = 1:

[px, Lx] = [px, ypz − zpy]

= [px, y]pz + [px, pz]y − [px, z]py − [px, py]z

Vi har
[pi, xj ] = −δij , [pi, pj] = 0

og dermed
[px, Lx] = 0

Tilsvarende:
[py, Ly] = [pz, Lz] = 0

Vi ser deretter p̊a [pi, Lj ] med i 6= j, f.eks. i = 1 og j = 2:

[px, Ly] = [px, zpx − xpz]

= [px, z]px + [px, px]z − [px, x]pz − [px, pz]x

= 0 + 0 − (−1)pz − 0

= pz

Syklisk ombytte av x, y, z gir deretter

[py, Lz] = px , [pz, Ly] = pz

Ombytte av indekser gir kun et fortegnsskifte, f.eks.

[pz, Ly] = −px

Alt i alt:
[pi, Lj ] = εijkpk

Med Lj = εjklxkpl f̊ar vi dette p̊a direkten:

[pi, Lj] = [pi, εjklxkpl]

= [pi, xk]εjklpl

= −δikεjklpl

= −εjilpl

= εijlpl
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Og da er vi vel i stand til å ta [xi, Lj] p̊a samme m̊ate:

[xi, Lj] = [xi, εjklxkpl]

= [xi, pl]εjklxk

= δilεjklxk

= εjkixk

= εijkxk

OPPGAVE 2

Vi har Hamiltonfunksjonen

H =
1

2m
(p − qA)2 + qφ.

der A og φ er funksjoner av koordinatkomponentene xi (men ikke de kanoniske impulskompo-
nentene pi). Hamiltons ligninger blir dermed

ẋi =
∂H

∂pi

=
1

2m

∂

∂pi

(pj − qAj) (pj − qAj)

=
1

2m
δij (pj − qAj) · 2

=
1

m
(pi − qAi)

og

ṗi = −
∂H

∂xi

= −
1

m
(pj − qAj) · (−q)

∂Aj

∂xi

− q
∂φ

∂xi

=
q

m
(pj − qAj)

∂Aj

∂xi

− q
∂φ

∂xi

Her kan vi sette inn
pj − qAj = mẋj

som gir

ṗi = qẋj

∂Aj

∂xi

− q
∂φ

∂xi

Vi har

[v × (∇× A)]i = εijkvjεklm∂lAm

= . . . se kompendiet . . .

= vj∂iAj − vj∂jAi
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slik at

vj∂iAj = [v × (∇× A)]i + vj∂jAi

= (v × B)i + Ȧi −
∂Ai

∂t

dvs

ṗi = q(v × B)i + qȦi − q
∂Ai

∂t
− q

∂φ

∂xi

eller
d

dt
(pi − qAi) = qEi + q(v × B)i

dvs
d

dt
(mv) = q(E + v × B)

Og i følge Newton er jo venstre side her lik F .
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