TEP4145 Klassisk mekanikk
Var 2007

(ving 8, lgsningsforslag

OPPGAVE 1
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Lagranges ligninger:
d oL 0L

7. 9. - ) L=1L Q7q
0104 g (2.9)
som gir
mi — mrf? = —aa—v
r
d 2 by aV
mz + 0_V =0
0z
Hamiltons ligninger:
oH oH
.i - ) .i - - ) H=H ’
6=, P o0 (p,q)

Hamiltonfunksjonen er

1 2
H=T+V=—(pP+212) +V(r06,2)
2m r?

Her har vi brukt p; = dL/0q;, som gir
pr=mi , pp=mr’ | p.=ms
og deretter eliminert ¢; fra uttrykket for 7. Hamiltons ligninger blir
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De tre ligningene for ¢; har vi allerede pa plass, i og med uttrykkene for p;.



OPPGAVE 2

a) Vi skal vise at z(t) og y(t) oppfyller ligningene
i—20+wir = 0 (1)
§+20 +wjy = 0 (2)
der Q = wsinf og w2 = g/I. Kreftene som virker pa kula, malt i realfagbygg-systemet, er:
e tyngdekrafta mg = —mgz
e snordraget §' = S,z + S,y + 5.2
e corioliskrafta Foo, = —2mw X v

Vi neglisjerer sentrifugalkrafta —mw X (w x 7).
Jordas vinkelhastighet er
w=uwsinf z +wcosb gy

Kulas hastighet er
v=3T+yy+ 22
Vi antar sma utsving og kan da sette
S =S| ~mg
og dessuten anta at
z LT,y
Vektorproduktet i coriolisleddet kan da tilnaermet skrives som
wxv ~ (wsinf z+wcosh Y) x (&2 + yy)
= fwsinfy — ywsin 0z — tw cosH2
= Qg —yz) — twcos bz
Ser sa pa komponentene av snordraget. Nar utsvinget fra origo er
r =2+ yy,

har vi (med vinkel § mellom z-aksen og snora)

|S,| = Ssinfcosp= S%% ~ mg%
‘Sz’ - SCOSﬂ:Sl_Z:m‘gl_Z

l l

Horisontalkomponenten av S peker hele tiden inn mot origo, slik at vi ma ha S, > 0 nar x < 0,
tilsvarende for S, og omvendt nar x > 0, alternativt y > 0. Dermed:

S, = —mgr/l =—mwir

N
|

—mgy/l = —mwgy
S, = mg(l—=z/l)
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Bevegelsesligningene for kula er
ma:F:mg+S+Fcor

For xz-komponenten:

mi = —mwir + 2mQy

For y-komponenten:
mij = —mwiy — 2mQd

Og dette var nettopp hva vi skulle vise, for bevegelsen i xy-planet.
b) Med u = z + iy:
T 41y
= T4y
Multipliser ligning (2) med ¢ og legg sammen med ligning (1). Det gir
¥+ i3 + 2iQ(% + i9) + wi(z +iy) =0

dvs
i+ 2iQ0 + wiu = 0

¢) Prover u ~ exp(at) som lgsning. Innsatt gir det
2 | o 2 _
a” + 2iQa +wy =0

som har lgsninger

a = —iQ+i\/w?4 Q2

~ —iQ)+ Y;Cdo
ettersom wy > (). Generell lgsning for v er dermed

U(t) — 6iQt (Aeiwot + Befiwot)
= Ce ™ cos (wot +7)

Den kompleks konjugerte av u er da
u*(t) = C*e™ cos (wot + )

Ettersom u = x + 1y, og dermed u* = x — iy, finner vi

1

r = §(u+u*) = cos (wot + ) - %{Oe‘mt}
_ 1 *®\ —iQt
y = Q—i(u—u)—cos(wot—i-’y)-%{Ce }



Med de gitte startbetingelsene x =y =0 ved t = 0:

= cosvy - RC

0 = cosy-SC

Ettersom vi ikke kan ha C' = 0 (da blir u = 0), ma vi ha cosy = 0, dvs 7 = /2, og dermed
cos (wot +7) = sinwpt. Deretter regner vi ut & og ¥:

T = wpycoswotR {Ce’mt} + sin wotR {_Z'chfzﬂt}
Y = wycoswpt {Ce’mt} + sin wot S {—z’QCe’mt}

Setter inn & = vy og y =0 ved t = 0:

Vg = w()?RC'
0 = WO%C
som gir
SC 0
Vo
RC —
Wo
Hele lgsningen blir
vy s v
z(t) = sinwet- R {—Oe_mt} = —2 cos Q sin wot
wWo wWo
o ~JY ol Vo . .
y(t) = sinwpt- I —e = —— sin Q¢ sin wyt
Wo Wo

som tilsvarer en harmonisk svingning i zy-planet, med vinkelfrekvens wy, og der svingeplanet
roterer med klokka, og en hel gang rundt pa tiden

2T 2
T = — =
Q wsin @
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