TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 1.

Oppgave 1.
Det er 1000 L i 1 m?, dvs 10° mL i 1 m®. Dermed: 568 mL = 568 -107% m?® = 5.68 - 10~* m?. Riktig svar: C.

Oppgave 2.
1 UP =473 mL / (568 mL/IP) ~ 0.8 IP. Riktig svar: A.

Oppgave 3.
La oss betegne bevegelsesretningen som z-retningen, med x = 0 som stedet der fallskjermhopperen treffer
sngfonna. Med konstant akselerasjon a = —50g i z-retningen har en for ¢ > 0 konstant-akselerasjonsligningene

1
v(t) =vo+at; x(t) =vot + 5@252.

Eliminer ¢ mellom disse to ligningene for a finne v(x) eller z(v):

(v —vp)?

a2

v—vg 1
T =g a +§a

= 2ax:v2—v8.

(Eller du kunne skrevet opp denne ”tidlgse” ligningen direkte.) Vi skal her bestemme den vy som gir v = 0
ved x = 2 (meter):

vp = V2-500 -2 = /2000 ~ 45m/s.
Riktig svar: D.

Oppgave 4.
Fallet bremses ned til v = 0 i lgpet av tida

vwp—0 447

tl' = = S
a 50-9.8

= 0.091s.

Riktig svar: A.

Oppgave 5.
Storrelsen kv? ma ha enheten m/s?. Dermed ma konstanten k ha enheten 1/m, siden v? har enheten m?/s2.
Riktig svar: C.

Oppgave 6.
Nar akselerasjonen er en gitt funksjon av hastigheten, gir det en differensialligning for v(t). I vart tilfelle:
dv dv
= — = —kv? = —— = kdt
“T v v2

Integrerer fra start (0,vg) til vilkarlig tidspunkt (¢, v):

v du t 1 1 0
— — =k [ dt = ———=k(t-0 = t)= —.
v V2 /0 v g ( ) v(?) 1+ kvgt
Riktig svar: E.
Oppgave 7.
Hastighetens halveringstid T" er derved gitt som
Vo 1 1
T)=—=—- = T=—= =0.22s.
o) = T e ~ 2% ko 30150 °



Riktig svar: B.

Oppgave 8. Ved start er z = 0, og i lgpet av halveringstida har kula beveget seg strekningen x(7"). Denne
bestemmes fra v = dz/dt, eller de = vdt, som gir

1
3.0m!

T T Vo 1
T)= t)dt = ————dt' = —In(1 + kvoT) = In2 =0.23m.
x(T) /0 u(t) /0 Ty - n(1 + kvoT) n 0.23m

Riktig svar: A.

Oppgave 9.
Situasjonen er skissert i figuren til venstre. Vi velger

utskytningsstedet som origo. Derved er begynnelses-
y betingelsene

z(0)=0  y(0) =0,

< 9 v2(0) = vg cos 0 vy (0) = vg sin 6.

I z-retningen er akselerasjonen lik null (nar luftmot-
W standen neglisjeres), og derved er x(t) = vycos@ - t.

o I y-retningen er akselerasjonen —g, slik at

1 1
y(t) = vy (0)t — 59252 =psinf -t — §gt2.

Nar pila treffer bakken ved tida t,, har den beveget seg x(tp) i z-retning og y(t},) i y-retning. Da ma ifplge
figuren y(tp)/x(tp) = tan a. Derved kan t;, bestemmes:

vosinf - t, — Lgt? 2v
0 b 29b:tano¢ = tb:—o-(sinﬂ—COSHtana).

vg cos O -ty

Riktig svar: A.

Oppgave 10.
Rekkevidden blir da (se figuren)

z(t vgcosl -t 202 - (cos B sinf — cos? 6 tan « 202 - cos? 0
L= (b): 0 b - 20 ( ): 0 - (tan 6 — tan )
Cos Cos g cos & g - cos

Riktig svar: D.

Oppgave 11.
Vinkelen som gir stgrst rekkevidde L(6) finnes ved a derivere mhp 0 og sette den deriverte lik null.

dL w2 d
o7 = Y o7 (cos 0sin @ — cos? 0 tan a)
g cosa
) 2
= Y0 (— sinZ 0 + cos2 0 + 2cosHsin tana)
g cosa
) 2
= h( (cos 26 + sin 260 tan «) .
g cosa

dL
0 0 og lgst mhp 6 gir resultatet

tan 20,6 = — cot v = tan(a + 7/2) = Omaks =

N
+
N|Q




Riktig svar: B.
Dette innebeerer at pa flat mark (o = 0), er Opaxs = 45°, 1 trad med erfaringer.

Oppgave 12.
a. Legger inn et koordinatsystem med z langs elve-
bredden og y pa tvers. I figuren til venstre er refe-

slutt .
ULLLLLLLLLL L LG GI L LI L2 2L I LI LI LI LI LI LI I LI LI LI 212222 ransesystemet fast i elvebredden betegnet O, mens
: , referansesystemet som folger elvestrgmmen er be-
E yo, Vv’ tegnet O’.
b Iy 0 - v Vannets hastighet V' = Vi er gitt i system O.
o _— Batens hastighet i system O’ er som oppgitt
X
v 2 r_ o s — o e 4 I o
ot v = 0,0 + v,y = v cos b + v sin by,

og batens hastighet i system O er
v=v+V = (v, + V)i +v,g= (v cos+ V)i +v sinby,
Hastighetskomponentene er altsa

vy, =1 cosf 4+ V; vy = v’ sin .

b b
b. Tida det tar a ro til den andre elvebredden er gitt av y-hastigheten: t, = — = —— 7 Pa denne tida vil
vy,  v'sin

batens forskyvning langs elvebredden veere gitt av hastigheten v,:
b
= vty = (V cos O + V) ——. 1
= e (v cosf + )v’ sin 6 1)
Tida det tar a ga tilbake til punktet rett overfor startpunktet er ¢y = /vg, vi har da (fornuftig nok) antatt

x1 > 0, dvs baten har drevet litt med elvestrgmmen, evt treffer rett pa. (Dersom x; < 0 vil t;, = —x1/vg.)
Til sammen blir dette

/
t(0) = te +tg = ,l,)ell—i—v—-cosﬂ—i—zl. (2)
v’ sin Vg Ug

c. Vi minimerer totaltiden med hensyn pa roretningen:

dt(0)  —bcosd [ b v'(—sin6)
dd o'sin’6 7 'sinf Vg
/
= —#2- (1+Z)COSG+U—(00829+Sin29) = 0.
v’ sin“ Vg Vg

Av dette folger at vinkelen som minimaliserer tida er gitt som
/vy v’

14 V/vg Vo

(3)

€08 Oppin =

Med de oppgitte tallverdiene far en cosfyin = —3/(2 + 5) som gir O = 115°. Et ikke urimelig resultat!

d. Men dersom vi setter V' = 0, gir uttrykket cosfmin = —v’/v,. Dette kan umulig veere riktig! Dersom
elva stopper opp (dersom vi rett og slett skal krysse stillestaende vann) ma det raskeste veere a ro rett over!
Altsa: I dette tilfellet burde 0,1, = 90° 0g cos Omin = 0. Men hvor resonnerte vi feil i pkt b eller ¢?
Problemet ligger i forutsetningen x; > 0. Vi ser fra lign. (1) at dette gjelder bare dersom v’ cosf +V > 0
(siden b, v’ og sin @ alle er positive). Vi forutsetter altsa cos > —(V/v"). Minimumsverdien cos Oy 1 (3) er
derfor bare gyldig dersom

> —— = v < V(V 4 vg).



Hva skjer sa dersom denne ulikheten for de oppgitte storrelsene ikke er oppfylt? For a forsta dette ma vi ga
tilbake til funksjonen #(#) og ta hgyde for at dette faktisk er to funksjoner. Den vi allerede har funnet, (2),
er korrekt dersom vi lander nedenfor malpunktet, slik at x; > 0. Denne funksjonen kaller vi heretter ¢*(6).
Men vi trenger ogsa ¢t~ (), som svarer til at baten lander ovenfor det endelige malet tvers over elva. Da er

som nevnt ovenfor t, = —xz1/v, og t7(0) i lign. (2) blir erstattet av
b ] b v 174
t7(0) =t +t; = - — = 1— — .cosfh——|. 4
0) =ttt v'sinf vy  v'sinf [ Vg o8 UJ )

De to funksjonene motes der z; = 0, dvs for vinkelen 6, gitt av v’ cos s + V = 0, altsa for vinkelen
cosfs = =V /v'. (5)

Skal dette ha mening, ma V < v’. Dette har en apenbar fysisk tolkning: Det er ikke mulig 4 havne rett over

elva med en rofart som er mindre enn elvas strgmningshastighet!
Figurene til hgyre viser hva som skjer i de

to parameteromradene. £ £
Dersom z; > 0 og v? < V(V + vg), er mi-
nimumstida gitt av minimum i funksjonen
t+(0), med resultatet cos b, = —v'/(V +
Vg) 08 Omin < 5. Minimum finnes pa den
konvensjonelle maten, ved & sette den deri-
verte lik null.

I parameteromradet der v2 > V(V + vy)

er situasjonen kvalitativt annerledes. Der 3 - 0 : >0
gir minimering av ¢t () et ufysikalsk resul- ) in O 0,= emin

. . . + _ —
tat. Minimumstida er ¢(fs) der t7 = ¢~. e <V(V+Vg) v72 >V(V+Vg)

Ingen av de to funksjonene som mgtes i mi-
nimumspunktet har derivert lik null der.

Den fysikalske tolkningen av dette er at i hele parameteromradet v'2 > V(V + vg) lgnner det seg a ro rett
over elva, direkte til malet, med vinkelen 6 gitt av (5) mellom roretning og elvas strgmretning.

Eksemplet viser at minimering kan veere en mer sammensatt prosess enn den konvensjonelle. Det gjelder a
bruke hodet, og sjekke resultatene mot sunn fornuft. Om det kan vaere til noen trgst: Flere arskull studenter
og laeerere oversa fullstendig det vi her har diskutert, og tok for gitt at resultatet under pkt ¢ var hele svaret.
Men den enkle sjekken vi foretok avslgrte umiddelbart at det ikke kunne veere tilfelle.



TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 2.

Oppgave 1.

a) Vi har her et eksempel pa statisk likevekt. Newtons 2. lov gir da at
F+mg+ S =0, dvs F og mg balanseres av strekket i stanga, S, som peker
langs stanga. (Hvor opplagt er egentlig det...?) Dermed ma ogsa summen
av F' og mg peke langs stanga, som vist pa figuren. Derav folger at

F
tanf = — = F =mgtan6.
mg

Riktig svar: C.

b) Kula roterer i horisontalplanet. Det er ingen bevegelse vertikalt, og dermed heller ingen akselerasjon
vertikalt. Dermed ma vertikalkomponenten av strekket i stanga, S cosf, akkurat balansere tyngdekraften
mg. Horisontalt er det kun horisontalkomponenten av strekket i stanga, Ssin 6, som virker pa kula. Denne
kraften ma derfor gi opphav til sentripetalakselerasjonen v?/r = w?r. Vi har dermed de to ligningene (N1
vertikalt, N2 horisontalt)

Scos = myg,

Ssinf = mw?r =mw?Lsind,
og eliminasjon av S (f.eks ved a dele den fgrste ligningen med den andre) gir

cosf = w;;L

Riktig svar: B.
Vi vet at | cos @] < 1. Med gitt verdi for L (og ¢g) méa derfor w vaere stgrre enn minimumsverdien

Wmin = \/9/7

for at stanga og kula skal rotere med vinkel § > 0. Hvis systemet roterer med w < wpjiy, Vil stanga og kula
henge rett ned. Vi ser at § = 0, S = mg og r = 0 er en mulig lgsning av de to ligningene ovenfor. Helt til
slutt kan vi jo registrere at meget rask rotasjon, w > \/g/L, gir cosf ~ 0, dvs § ~ 7/2, og stanga peker
praktisk talt horisontalt utover. Ikke uventet!

¢) Kula og flyet har lik akselerasjon a, ellers ville vinkelen 6 forandre seg. Kulas situasjon er den samme
som i spm a, bortsett fra at det ikke virker noen kraft F' rettet mot hgyre. Vertikal kraftbalanse (pga ingen
bevegelse og dermed heller ingen akselerasjon vertikalt) gir

Scosf =myg.

Horisontalt er det horisontalkomponenten av strekket i snora, Ssin, som virker pa kula, og som gir kula
en lineser akselerasjon a:
S'sinf = ma.

Divisjon av den siste med den fgrste eliminerer S og gir
tanf = a/g = a=gtanf = g/v3 =5.7m/s>.

Riktig svar: E.



Oppgave 2.
a) Snordraget S er rettet langs snora, radielt inn mot midten av sirkelen, og
har ingen komponent tangentielt til sirkelbanen. Steinens vekt gir fglgende

kraftkomponent tangentielt, regnet positiv i positiv f-retning (mot klokka):
—mg cos §. Akselerasjonen i tangentialretning er a| = dv/dt = Rdw/dt. N2

langs sirkelbanen gir da

dw dw
— 50 = . — — = — 560
mg coS m- R n = R n gcosv,

som vi skulle vise. Kjerneregelen for w(f(t)) gir

- do _dodd _do
dt  df dt  db

Derved har vi funnet fglgende separable differensialligning for w(#):
Rwdw = —gcosfdb.

b) Vi lgser ligningen ved a integrere fra starttilstand 6 = 0; w = wy til vilkarlig tilstand 6; w:
2
= —g-sinf = w2:w8——g-sin9.

1
§R(w2 —wd) =

w 0
R wdw:—g/ cosfdf =
0

wo
¢) Snordraget S ma, sammen med komponenten av steinens vekt radielt (dvs normalt pa sirkelbanen), gi

opphav til sentripetalakselerasjonen Rw?. N2 radielt gir da
S + mgsinf = mRw® = mRwi — 2mgsind =  S(A) = mRw3 — 3mgsin 6.

Vi ser at vi har maksimalt snordrag Spax nar sin @ = —1, dvs nar massen passerer sirkelens bunnpunkt, som

forventet. Vi ser videre at vi har minimalt snordrag Sy, nar sinf = 1, dvs pa toppen. Heller ikke uventet.
Daer Spin = me% — 3myg. Stram snor hele veien rundt har vi hvis Sy, > 0, som gir wy > /3g/R.

Oppgave 3.
a) Ingen bevegelse normalt skraplanet, og dermed null nettokraft i denne retningen. Tyngden mg har kom-

ponent mg cos € normalt skraplanet, folgelig er N = mg cos 6. Riktig svar: E.

b) Klossen ligger i ro, og dermed null nettokraft ogsa parallelt med skraplanet. Tyngden mg har komponent

mgsin 6 langs skraplanet, folgeli er f = mgsin 6. Riktig svar: B.

¢) Maksimal friksjonskraft er fiax = pusN = psmgcosf. Ligger klossen i ro er dessuten f = mgsin (se b).
Dermed ma statisk friksjonskoeffisient minst veere p™" = (mgsin @)/(mgcos #) = tan 6. Riktig svar: C.

d) Hvis klossen glir, er f = upN = pugmgcos 6. Netto kraft nedover langs skraplanet er dermed mgsin 6 —

prmg cos 0, hvoretter N2 gir a = g(sin 6 — iy, cos 0). Riktig svar: A.

e) Konstant hastighet dersom a = 0 dvs tan « = py,. Riktig svar: E.

Oppgave 4.
a) Klossene glir, da er f = uN = pmgcos 3. (Der u er kinetisk friksjonskoeffisient.) Riktig svar: B.



b) Med stram snor virker snordraget S nedover pa kloss nr 1. N2 gir da:
migsin 8+ S — uymyigcos f = myaq,

dvs
a; = g(sin 8 — py cos B) + S/mj.

Riktig svar: B.

¢) Med stram snor virker snordraget S oppover pa kloss nr 2. N2 gir da:
magsin 8 — S — pamag cos B = maas,

dvs
ag = g(sin B — pg cos B) — S/ma.
Riktig svar: E.

d) a1 = ag = a gir, ved a trekke ligningen for as fra ligningen for aj,

5<i +i> = gcos B (11 — pa2) .

mip M2

Stram snor, S > 0, krever altsa pu; > po. Riktig svar: B.

e) Fra forrige punkt finner vi
mims

S =172 — ).
m1+m290086(u1 wa)

Dette setter vi inn for S i ligningen for a; (eller ag):

a = g(sin B — iy cos B) + S/mi,

hvoretter litt opprydding gir
a=g <Sinﬁ—cosﬁ

Konstant hastighet hvis a = 0, dvs

pimy + M2m2>
mi1+ mo '

H1ma + pamsa

sin 8 = cos 3
mi1 + ma

)

og dermed
M1y + peme

tan b =
b mi1+ mo

Riktig svar: B.

Oppgave 5.

a) Siden partikkelen fglger en sirkulser bane, vil det alltid vaere en komponent av akselerasjonen rettet inn
mot sirkelens sentrum (sentripetalakselerasjonen). Her gker dessuten hastigheten, sa akselerasjonen ma ogsa
ha en komponent tangentielt til sirkelbanen. Vektorsummen av normal- og tangentialkomponenten blir en

total akselerasjon a med retning pa skra innover, som i B.

b) Legemet beveger seg med konstant positiv hastighet til & begynne med, deretter bremses det ned, for
det snur og til slutt beveger seg med konstant negativ hastighet. Konstant fart betyr null akselerasjon,

nedbremsing betyr negativ akselerasjon. Figur C passer bra med dette.



¢) Prosjektil A er lengst tid i lufta. Vertikalbevegelsen, z(t), beskrives ved

1
2(t) = vo.t — —gt>.
2
Landingstidspunktet er gitt ved z = 0, dvs t = 2vg,/g. Med andre ord, lengre tid i lufta jo stgrre vertikalk-

omponent av starthastigheten vy.



TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 3.

Oppgave 1.
a) |W¢| = f-s=puNs=0.2-50kg - 10m/s* - 3m = 300Nm. Riktig svar: D.

b) Pianoet star i ro, da ma statisk friksjonskraft ”stille seg inn” slik at den akkurat balanserer skyvkraften
pa 350 N. Riktig svar: B.

¢) Null nettokraft bade tangentielt med og normalt pa taket:

N = mgsind,
f = mgcosh.
Her er 6 vinkelen mellom horisontalplanet og posisjonsvektoren din, relativt halvkulas sentrum, og f og N

er friksjonskraft og normalkraft, som vanlig. Rett for du begynner a gli er f = ps/N, som med ligningene

ovenfor gir
cos 6

Hs = Sing’

dvs
0 = arctan(1/pus).

Du kan dermed ga avstanden (buelengden)
s=R(m/2 —0) = 18.5m.
Riktig svar: C.

d) Sa lenge du har kontakt med taket er akselerasjonen inn mot halvkulas sentrum lik v?/R. Krefter i denne
retningen er mg sin 6 inn mot sentrum og N bort fra sentrum. Dermed, med N2:

mgsinf — N = mv?/R.

Bevaring av mekanisk energi (jf forelesning) gir
v(0) = /2gR(1 —sin#),

N = 3mgsin 0 — 2myg.

som innsatt over gir

Null normalkraft betyr altsa at
sinf = 2/3,
dvs avstanden fra toppen av taket er

s=R(n/2—0)=33.6m.

Riktig svar: D.



Oppgave 2.

¢ Smax/g (2) Iz

0 185
/2 240 0.166
™ 300 0.154
3r/2 440 0.184
2 600  0.187
5m/2 800  0.186
3 1000 0.179
/2 1100 0.162
Ar 1400  0.161

Tabell: Maksimal snorkraft S ax
og statisk friksjonskoeffisient p,
med snor surret en vinkel ¢ rundt

plastrgret.

Fra det oppgitte uttrykket for Spax(¢) har vi

1 Smax(¢)

=—In——=
¢ SmaX(O)
nar Smax(¢) er sterste tillatte snorkraft for a holde loddet med

masse m = Smax(0)/g 1 likevekt (dvs i ro). Middelverdien av pu
blir

I

8
B==> pi~0.1724,
=1

| =

standardavviket blir

=

mens standardfeilen blir

=

8
> (i — m)? ~0.0132,
i=1

A
AT = 7’; ~ 0.0047.

Dermed:
u=0.172 £+ 0.005.

Vi plotter malepunktene for In[Siax/Smax(0)] sammen med de rette linjene ¢, for p = samt p = 7+ Ap:

@ving 3, Oppgave 1

25
* In(S/50)
i ‘
(7 + Ap)é
2h (= Ap)o
*
15 [ K
*
1 |-
e
0.5F
G 1 1 1 1 1 1 J
0 2 4 6 8 10 12 14
¢ (rad)

Matlabprogrammet friksjon.m regner ut 7, Ap og Af, og lager figuren ovenfor. Vi ser at 3 av de 8
malepunktene (37%) ligger utenfor intervallet [z — Ap, 7z + Ap], dvs 63% ligger innenfor. Dette er om-
trent som forventet (ca 68%).



Oppgave 3.

L/5

Vi kaller snordraget i 1., 2. og 3. snorbit regnet fra et festepunkt for hhv Sy, Ss og S5 (se figuren over). N1
for 1. og 2. masse, horisontalt og vertikalt, gir da i alt

Sicosa = Sycospf
Sisina = Ssesinf+ myg
Socosf3 = S3

SesinfB = mg

Ligning nr 5 uttrykker at horisontale forflytninger langs snora summerer seg til D:
L
5 (14+2cosf+2cosa) = D.
Kombinasjon av 2. og 4. ligning gir 51 sin @ = 255 sin 3, som kominert med 1. ligning gir
1
tana =2tan s dvs (= arctan(§ tan ).

Bruker vi tan a = sin o/ cos a, sin? a + cos? a = 1 og tilsvarende med 3, finner vi

2cos a

V1+3cos2a

cos 3 =

Dette setter vi inn i ligning nr 5 ovenfor og far

L 4 cos
— (14-&4-200804) =D.
) V14 3cos?a

For & kunne bruke det utdelte Matlab-programmet og bestemme a numerisk (for gitte verdier av L og D,
selvsagt), ma denne ligningen omformes til = f(x), med x = cos a. I fgrste omgang ser det meget naturlig
ut & multiplisere med 5/L og trekke fra 1 pa begge sider. Hvis vi sa definerer v = (5D/L — 1)/2, har vi
(minst) tre apenbare muligheter:

i
Tr = s
1+ 2/v/1+ 322
2x
X =

Y= /71—|—3$2,
1
r = -V1+322(y—2x).

2
Algoritmen (se f.eks. Fixed-point iteration pa wikipedia) i klessnor.m fungerer fint med alle disse tre. Til
slutt kan vi ga tilbake til de opprinnelige ligningene og lgse ut for S1, Sy og S3 mhp z. Vi finner:
s

mg V1— 22’

3



Sy 1+ 322
mg 1—a2’
S3 2z

mg V1— 22

Er disse uttrykkene rimelige? Vel, vi ser for det forste at nar x — 1, dvs @ — 0, dvs horisontal snor, sa blir
alle snordrag uendelig store. Ikke urimelig. Videre ser vi at S; > Sy > S3 hvis x < 1. Ved litt ettertanke
heller ikke urimelig.

I programmet
klessnor_los.m

bestemmes begge vinkler og de tre snordragene, med D = 0.9L.

Til slutt kan det jo bemerkes at ei homogen snor, dvs med konstant massetetthet (masse pr lengdeenhet),
vil henge med form som en hyperbolsk cosinus. Ei slik homogen snor skulle tilsvare at vi hengte N like store
masser pa snora, i innbyrdes avstand L/(N + 1), og lot N — oo. Det overlates til den enkelte & studere
dette narmere, gjerne bade analytisk og numerisk.



TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 4.

Oppgave 1.

a) Hastigheten v; til kule 1 like for kollisjonen finnes lettest ved a bruke energibevarelse:

1
migl = imlv%

=v1 = +29L

Riktig svar: C.

b) Like for stotet antar vi at snora er vertikal, og dermed er det bare vertikale krefter som virker. Kun
snordraget S (oppover) og tyngden mg (nedover) virker pa kule 1, og N2 gir

2

S1—mig = mia= ml% =2mqg

mi1g + 2m1g = 3m1g

:>Sl

Riktig svar: C.

c) Etter et fullstendig uelastisk stgt vil kulene henge sammen. I kollisjonen er impulsen bevart, men ikke
energien. Impulsbevarelse gir felleshastigheten v} = v5 = v’ etter stgtet:

/

p =P
=mvy = (mq+ma)v
=1 = m v = m vV2g9L
mi+ mo my + ma

Etter kollisjonen svinger kulene til venstre opp til en posisjon i hgyde h. Energibevarelse for denne delen av
bevegelsen gir

1
(m1+m2)gh = §(m1+m2)(v')2
AV 2
= W :( d ) L
2g mi + mgy

Riktig svar: E. (Snora nar med andre ord ikke opp til horisontal stilling og er helt sikkert stram.)

d) Energien etter stotet er

mi

(my 4+ me)gh =g L

m1 + mg

mens den for stotet var migL. Forholdet blir dermed

Ef o mq
E;  mi+mg

Riktig svar: A.

e) I et elastisk stot er ogsa energien bevart. Hastighetene v} og v} etter stotet er gitt av de to ligningene:

mivy = my v'l + mgvé (impulsbevarelse)
1 1 1
imlv% = §m1(v'1)2 + §m2(v§)z (energibevarelse)



En effektiv mate a lgse disse to ligningene pa er (som antydet i forelesningene) a skrive

my(vy —v)) = movh

mi(vf = (v])?) = ma(vh)®

og deretter dividere den siste med den forste. Det gir v1+v] = v}. Dette innsatt i ligningen for impulsbevarelse
lar oss eliminere v5, og vi finner

/ /

mivy = myv; +ma(vy +v7)
mip —ma

=] = —
mi + ma

Dermed:
’ / mip — msy 2mq
Vy =v1 +v; =v1+ V1 = U1.

mi + mo mi + mo

(Positive fartsretninger mot venstre.) Riktig svar: B.

/) Det kritiske punktet for kule 2 er toppen. Med v} for hastigheten til kule 2 i toppunktet gir N2 her:
ZF:mga = S+ mag = ma(vl)? /L = S = mo(vy)? /L — mag.
Dersom snora ikke skal slakkes, ma snorkrafta SY veere storre enn null, m.a.o.
(v3)? > gL.

Energibevarelse fra bunnpunkt til toppunkt for kule 2 bestemmer v uttrykt ved v} og L:

1

1
§m2(?f§)2 =

§m2(vg)2 + mog - 2L = (vé’)2 = (05)2 —4gL.

Et uttrykk for v4 har vi ovenfor. Dermed:
2 mp 2 my 5gL ma 4o?
4v1(m) —g-4L > gL = m1+m2> 102 = 1+m_1<\/5g:L
Ovenfor har vi vy uttrykt ved g og L, som vi setter inn:

4-2gL
m o SRRy S
my 5gL 5

my V5
e R

dvs

Riktig svar: E.

Oppgave 2.

a) C. Graf 4 er apenbart mulig: Klossen glir oppover med konstant (negativ) akselerasjon og blir liggende i
ro dersom friksjonen mot underlaget er stor nok. Alternativt glir den ned igjen, igjen med konstant akselera-
sjon, men na med mindre akselerasjon, siden bade friksjonskraften og tyngdens komponent tangentielt med
skraplanet virker mot bevegelsen nar klossen er pa vei opp (mens bare friksjonskraften virker mot bevegelsen
hvis klossen er pa vei ned). Dermed er ogsa graf 2 en mulighet.



b) C. Impulsbevarelse gir 2mvg = 5mv, dvs v = 2vp/5. Energitapet er dermed Ky — K = (1/2)2mvi —
(1/2)5m(2v/5)? = 3mv3 /5.

Oppgave 3.

a) Rakettligningen:
v n m
m— = —mg + u—-.
dt AT
Vi ganger ligningen med dt/m og integrerer, fra 0 til v for v, fra 0 til ¢ for ¢, og fra mg til m for m:

v t m
/dv:—g/ dt+u/ —m,
0 0 mg TN

u(t) = —gt—i—ulnﬁ = —uln %0 — gt.
mo m

som gir

b) M4 ha skyvkraft minst like stor som tyngdekraften mog = 2.98-10” N. Her er skyvkraften lik u3 = 3.40-107
N, sa raketten vil lette fra bakken. Drivstoffmassen ved avreise er mq = —ft; = 1.98- 105 kg. Raketten uten
drivstoff har masse my = mg —mg = 1.06 - 106 kg.

¢) Fra rakettligningen har vi umiddelbart
dv uwdm  uf
t = — = — _—— = — .
at) = =—g+ 9
Med konstant drivstoff-forbruk har vi m = mg + St, og dermed a(t) som oppgitt. Ved ¢ = 0: a(0) =
uB/mo — g =139 m/s?. Ved t = ts: a(ty) = uB/my — g = 22.3 m/s?.
Innsetting av tallverdier i v(t) fra oppgave a) gir v(ty) ~ 1247m/s ~ 1.25km/s.

d) Vi kan skrive

_w_ 1
a(t) - mo 1 + ,Bt/mo
Hvis t < mg/(—03), sa er x = —ft/mg < 1. Dermed er
" 2
a(t) ~ ayy(t) = ?n_ﬁo (1 - Ti—o) —g=a(0) — %t,

som oppgitt.

Figurer produsert med Matlab-programmet rakettlosning.m for hhv akselerasjon og hastighet som funksjon
av t:

Oving 5, oppgave 1: Akselerasjon

20

[
ul
T

[
o
T

Akselerasjon (m/sz)

0 50 100 150
Tid (s)



Oving 5, oppgave 1: Hastighet

1200

1000

@

o

o
T

Hastighet (m/s)
(o2}
o
o

400 -

200

Tid (s)
Pa gyemal anslar vi at den linesere tilngermelsen til a(t) er god omtrentlig de fgrste 20 sekundene.

e) Tilbakelagt distanse er gitt ved

Vi har at
/lnxdx =xlnx — =z,

siden den deriverte av hgyre side her gir tilbake In z. Litt fundering pa hvordan riktige konstanter skal velges
her og der gir da

m0+ﬁtlnm0+ﬁt—ut—lgt2
p mo 277

og setter vi inn ¢ =ty = 150 s her, finner vi at h(ty) = 58353 m ~ 58.4 km.

h(t) =u

Forholdet mellom ¢(0), dvs g ved jordoverflaten, og g(h), dvs g i hgyden h over bakken, er

g(0) (R;h){

g(h)

Setter vi inn R = 6.37 - 10> km og h = hy = 58.4 km, finner vi at dette forholdet blir ca 1.02. Med andre
ord, vi gjgr ikke stgrre feil enn et par prosent ved & bruke samme verdi 9.81 m/s? for g for hele distansen.



Oppgave 4

a) Massen til del av bgylen innenfor vinkelelementet df er

YV dm dm = Al = \RdO,
< de der A = M/2aR er bgylens masse pr lengdeenhet (kg/m). Men i slike oppga-
R ver kan det veere like greit & ikke innfgre massetettheter, idet vi kan uttrykke
massen i vinkelelementet df som
0 ) df
g Y dm = (total masse) - (dm sin andel av hele massen) = M - %
o
Med denne dm og bruk av & = Rcos @ blir tyngdepunktets z-verdi
1 1 M [«
X = — xdm:—-R-—/ cos 6 df
M legeme M 20 —o
= % [sina —sin(—a)] = R 81204.

Tyngdepunktets y-verdi er Y = 0, av symmetrigrunner.
a = gir X =0, som ventet for en hel sirkel.

a — 0 gir (sina)/a — 1 og X = R, som ventet for en liten masse samlet i © = R.

b) Massen til en infinitesimal del av sektoren innenfor vinkelelementet df og radius dr er

A . .
dm = (total masse) - (dm sin andel av hele massen) = M - dj =M - % =M- rcffder

Med denne dm og bruk av x = r cos 8 blir tyngdepunktets z-verdi

Y dm
doe 1 1 M (e R
< ¥ = L d:_._/ / 2 cos 0 dfd
R dl’ M sektorgC " M «aR? 0=—a r:OT o8 "
1 o R
0 = —2/ cos 6 db r2dr
r aR =—a r=0
: - X 1 15"
o = [sinf]* {57“3}
0
_ 2 sin av
3 a

Tyngdepunktets y-verdi er Y = 0, av symmetrigrunner.

Alternativt kan du bruke resultatet fra a) ved a betrakte sirkelsektoren som en sum av bgyler med radius fra
0 til R. En bgyle med radius r har da X = r (sina)/a og masse (sammenlign med det som er gjort ovenfor)
dApgyle re20-dr 2r - dr

dm = M - =M ————=M
" A 2o, 2 R




og vi far

v - ! X dim — i/Rrsina M2r-dr _ sinor 2 /erdr _ gRsina.
M Jo 0 3

M alle bgyler « R? a R? «

a =7 gir X =0, som ventet for en hel sirkel.

a — 0 gir (sina)/a — 1 og X =2R/3, som vel er rimelig for en meget smal sirkelsektor.



TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 5.
Oppgave 1.
a) Iy = MR?/2 =500 - 0.52/2 = 500/8 = 62.5 kg m?. Riktig svar: A.
b) 60 sekunder pr minutt og 2500 omlgp pr minutt gir 7' = 60/2500 = 0.024 s = 24 ms. Riktig svar: C.
c) w=2m/T = 27/0.024 = 262 s~ 1. Riktig svar: D.
d) K = Ipw?/2 = 62.5 - 2622 /2 = 2.14 MJ, som omregnet (1 kWh = 3.6 MJ) gir 0.59 kWh. Riktig svar: B.

e) L = Ipw = 62.5 - 262 = 16.4 - 10% Js. Riktig svar: D.

Oppgave 2.

a) Bordtennisball: m = 2.7 g = 0.0027 kg og r = 20 mm = 0.020 m. Dermed: Iy = 2mr?/3 =7.2-1077 kg
m?. Riktig svar: B.

b) Kule, friidrett, menn: M = 7.26 kg og R = 60 mm = 0.060 m. (Helt presist: Mellom 55 og 65 mm.)
Dermed: Iy = 2M R?/5 = 0.010 kg m?. Riktig svar: D.

Oppgave 3

a) Mhp aksen gjennom A (normalt papirplanet) har staven et treghetsmoment M D?/3 (se forelesningene).
En ekstra (punkt-)masse m i avstand d gir ganske enkelt et ekstra bidrag md?, slik at

1

I= 3MD2 + md?.

Riktig svar: A.

b) For sammenstotet mellom kule og stav er det bare kula som har impuls, slik at
p; = mug.

Riktig svar: B.

¢) For sammenstgtet er det bare kula som har dreieimpuls mhp A, dens banedreieimpuls mhp A er
L; =7 X p, = —dy X mvZ = mvdz.

Med impuls i z-retning bidrar ikke x-komponenten av r til dreieimpulsen. Riktig svar: B.



d) Tyngdekraften som virker pa staven og kula i sammenstgtet har ingen arm mhp A. En eventuell kraft fra
akslingen i sammenstgtet angriper staven i A og har dermed heller ingen arm mhp A. Da er det ikke noe
ytre dreiemoment mhp A som pavirker systemet, og dreieimpulsen mhp A er bevart: Ly = L; = mvdz.
Riktig svar: B.

e) Stav pluss kule er et stivt legeme med treghetsmoment I og dreieimpuls mvd mhp A rett etter sam-
menstotet. Systemet utfgrer ren rotasjon om A. Da har vi L = Jw, slik at
L v/d

YT T 1 MDY3md®

Alternativt uttrykt som alternativ D i oppgaveteksten. Riktig svar: D.

f) Like etter sammenstgtet har alle deler av staven, inklusive den ”absorberte” kula, hastighet i positiv
z-retning:

U(y) - _Wyi',
slik at v =0 ved A (y = 0) og v = wDZ helt nederst (y = —D). Gjennomsnittshastigheten for staven blir
dermed wD# /2 og dens impuls MwDz /2. Til dette ma vi huske a addere kulas impuls mwdzi. Folgelig:

1

Innsetting for w fra e) gir
mv + MvD/2d

T 1+ MD?/3md "

Siden vi skal sammenligne py med p;, trekker vi ut mv = p; fra telleren og far

Py

1+ MD/2md
P T MDD 3md

by

Riktig svar: A.

g) Her vil forholdet mellom leddene som adderes til 11 teller og nevner avgjore om det er ps eller p; som er
stgrst:
MD/2md  3d

MD?/3md? ~ 2D’
Dermed: Hvis d = 2D/3, er py = p;. Treffer kula ngyaktig her, gnsker stavens gvre ende ikke a bevege seg i
sammenstgtet, og vi har faktisk impulsbevarelse.
Hvis d > 2D/3: Kula treffer staven sa langt ned at rotasjonsbevegelsen ville ha blitt slik at stavens gverste
ende rett etter stotet ville ha beveget seg mot venstre. Men staven er festet i A og beveger seg ikke der.
Dette ma skyldes en kraft F' fra akslingen pa staven i A rettet mot hgyre. Og et ytre kraftstot F - At rettet
mot hgyre vil som kjent gi en gkning i systemets impuls i denne retningen. (Her er At sammenstgtets (korte)
varighet.)
Tilsvarende: Hvis d < 2D/3, treffer kula staven sa langt opp at gverste ende ”prgver” a bevege seg mot
hgyre. En kraft fra akslingen rettet mot venstre forhindrer dette, og gir samtidig systemet en redusert impuls
mot hgyre.
(I det wvidere forlopet, nar tyngdekraften far virke pa systemet, med en arm mhp A som ikke er null, har
vi selvsagt ikke impulsbevarelse - og heller ikke dreieimpulsbevarelse - men det var det ikke spgrsmal om her.)



h) Kinetisk energi for stotet:

K; = —mv?
2
Kinetisk energi rett etter stgtet:
1 2 1 2
Ky = -—m(wd)*+ - dm(wy)
2 2 staven
L o9 10 Mdy 4,
= —mwld?+ = -
2mw + 2/_D D wy
1 1
= —mw?d® + =M D*W?
2 6
1 1 (v/d)?
= (zmd? —MDQ)
(Qm i (1 + MD?/3md>)?2

1+ MD?/3md?
Dermed er endringen i kinetisk energi

K;

AK =K;— K; = —
P T T Y 3md? /M D2’

og relativ endring, i absoluttverdi, som i alternativ A i oppgaveteksten.

Hvis kula har mye stgrre masse enn staven, m > M, er AK/K; ~ 0. Det hgres rimelig ut: Staven repre-
senterer kun en "ubetydelig hindring” for kula, som (rett etter stgtet) fortsetter som om intet hadde hendt.
Hvis kula derimot har mye mindre masse enn staven, m < M, blir AK/K; ~ —1 = —100%. Det hgres ogsa
rimelig ut: Staven er sa tung i forhold til kula at den henger praktisk talt i ro etter stgtet. (Tenk bare pa
grensen M — oo; da er staven som en ”"massiv vegg”, all bevegelse opphgrer, og hele den kinetiske energien
er tapt som varme og eventuelt deformasjon av kule og stav.)

Oppgave 4
a) C. Bruk Steiners sats, I} = Iy = Iy + Md? med d = R; = R».

b) C. I luftlinje i nord-syd-retning er det ca 40 mil mellom Oslo og Trondheim, dvs ca 4 - 10°> m. Dette blir
bilimpulsens ”"arm” a. Bilen har masse omlag 1000 kg og hastighet gstover ca 25 m/s. Dreieimpulsen mhp
et sted i Oslo sentrum blir dermed L = mwva ~ 1000 - 25 - 4 - 10° = 10'° kg m?/s.

¢) A. Vi har 7 = [yw, N2 for rotasjon om akse gjennom slipesteinens tyngdepunkt. Her er 7 = Sr =
20 - 0.25 = 5.0 i SI-enheter. Dessuten er w = 60/12 = 5.0, ogsa i Sl-enheter. Dermed ma I veere lik 1.0, i
SI-enheten kg m?.



Ekstraoppgave

Rd6 Vi setter dm = M - dA/A, med A = 47R? = arealet av hele
o | p=Rsin® kuleskallet og dA = 27p - Rdf = 2rRsinf - Rdf = arealet av en
X

smal ring med omkrets 27 R sin  og bredde Rdf. Her er 6 vinkelen
mellom (rotasjons-)aksen og linjen fra kuleskallets sentrum ut til
+~—dA =2nRsnBRd €

den smale ringen, se figur. Dermed:

m 2rR?sinfdf 1 4
_ 02 _ 2 3
Iy _/0 (Rsin@)”- M - R = §MR /0 sin” 6d6.

Vi bruker tipset gitt i oppgaven og finner

™ ™1 cos30  3cosf 4
in3 — — 1 1 frg T — = —
/0 sin” 0df —/0 1 (3sinf —sin36) = | ( D 1 ) 3

slik at 5
Iy = §MR2.

Vi betrakter ei kompakt kule som mange tynne kuleskall utenpa hverandre, hver med treghetsmoment
dI = 2r’dm/3, radius r, masse dm = M -dV/V, der V = 47 R3/3 er kulas totale volum, og dV = 47r2dr er
volumet til et kuleskall med radius r og tykkelse dr. Dermed:

R 9 Anr2dr 2M R 2
Ip= [ dI = —Q-M-iz—/ tdr = ZMR?.
0 / o 3 mR33- RS Jo T T

Alternativ metode: La z-aksen veere rotasjonsaksen og del opp kula i tynne skiver med tykkelse dx og radius
VR2 — 22, og dermed volum dV = dz - m(R? — 2%) og masse dm = MdV/V = M -dz - 7(R? — 22) /(47 R3/3).
Treghetsmomentet til ei slik skive er dI = dm - (R? — 2%)/2, slik at kulas treghetsmoment blir

I:/dl

— %/dm-(RQ—ﬁ)

1 (BEM do-7(R*—2%) |, o,
— 92.= . —
2/0 ATR3/3 (R" —a7)
M R
= i—R?’/ (R* — 2R%*z? 4 2%)dx
0
2
= ZMR?
)



Oppgave 1

TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 6.

Riktig svar: C.

Stupebrettet er i ro, dvs vi har statisk likevekt. Det betyr
at summen av alle krefter i vertikal retning er null og
at dreiemomentet om enhver akse er lik null. Vi ser da
umiddelbart at kraften F4 er rettet nedover for & gi null
dreiemoment om B. Vi ser videre at kraften Fg er rettet
oppover for & gi null dreiemoment om A.

a) Vivelger her forst a beregne dreiemomentene om A. Kraf-
ten F4 har da null arm og dermed null dreiemoment. Dreie-
momentene pga tyngdekreftene er negative siden de prgver
a dreie med klokka om A. Tyngdekraften for stupebrettet
angriper i tyngdepunktet som ligger i avstand L/2 fra A.
Dreiemomentet pga Fp er positivt siden det prgver a dreie
mot klokka om A. Totalt dreiemoment om A lik null gir

L

0 = FA-O—mgg—MgL—FFBd
gL m
Fp = — M+ —
B p ( +2)

b) Kraftbalanse i vertikal retning gir (med positiv retning valgt oppover)

Riktig svar: D.

0
Fy

= —Fa—mg—Mg+Fp

= FB—(m+M)g:%<M+%> —(m+ M)g

La oss bruke dreiemomentbalanse om B til a kontrollere at vi har riktig uttrykk for Fy:

Ser bra ut!

B =

Fad —mg <§—d> — Mg(L —d)

gL<M+%) —(m+M)gd—mg<§—d) — Mg(L — d)
0.



Oppgave 2

a) Det er tre krefter som virker pa ballen, snordraget S, tyngdekraften G = Mg og
normalkraften fra veggen, N. Ballen er i ro, dvs i statisk likevekt. Da ma f.eks det
totale dreiemomentet om ballens tyngdepunkt B veere null. Bade N og G har null
arm mhp en akse gjennom B, og bidrar derfor ikke til 75. Da kan heller ikke S gi noe
dreiemoment om B, og snoras forlengelse ma passere gjennom B.

La oss kalle vinkelen mellom veggen og snora for . Null nettokraft pa ballen horisontalt
: gir da
9| Mg N — Ssinf =0,

{ mens null nettokraft vertikalt gir

' Scosd — Mg =0.

Siden snoras forlengelse gar gjennom B, har vi

VIZFRP-F _ JI({L+2R)

9:
cos TR AT

og

tanf = ———

- VL(L+2R)’

slik at

Mg L+ R

“cosg Y L(L+2R)
og

R

VL(L +2R)

N = Ssinf = Mgtanf = Mg
Riktig svar: A.

Hvis snora er veldig lang, L > R, er S ~ Mg og N ~ 0. Det er rimelig for en ball som henger i ei praktisk
talt vertikal snor. Hvis snora er kort, L. < R, blir bade S og N store, og tilnsermet lik

S:N:Mg“%.

Eksempelvis blir S = N = 10Mg hvis L = R/200. (F.eks ball med radius 10 ¢cm og snor med lengde 0.5
mm.) Litt friksjon mellom ball og vegg vil endre pa dette.

b) La oss her kalle vinkelen mellom vegg og snor for . Null dreiemoment om B
gir da
Ssina-R—f-R=0,

dvs
f = Ssina.
Maksimal friksjonskraft er fiax = V. Null nettokraft horisontalt gir da
N = Ssina = f=uN,

dvs p = 1, som akkurat gjor det mulig a ha snorfestet gverst pa ballen. Riktig
svar: B. (En mye enklere lgsning finnes ved a bruke snoras festepunkt som re-
feransepunkt. Da har f og N like stor arm, R, slik at f = N og u = 1 fglger
umiddelbart.)




Oppgave 3.

a) Her har vi fire ukjente: 0y, S, f, N. Dette krever fire ligninger. Nar snella holdes i ro av snora og friksjonen,
gjelder N1:

Normalt skraplanet: Y- F)} =0 = N = Mgcosf (I)

Langs skraplanet: > F)j =0 = Mgsinf=f+S (I
der f er friksjonskrafta.

N1 for rotasjon (mhp snellas massesenter): > 7=0 = Sr=fR (III)

Statisk friksjonskraft kan ligge mellom null og en gvre grense:

f<pusN =pusMgcos® (IV)

Ved grensa 0 = 6y — dvs der hvor snella akkurat glipper fra underlaget og begynner a rulle/slure — er
friksjonskraften lik det maksimale:  f = pusMg cos 6g.

Ligning (III) gir S = (R/r)f, som innsatt i ligning (II) gir

Mgsinby— f — (R/r)f = 0.
Innsetting av maksimalverdien av f gir en ligning for 6y:
Mgsinfy = psMgcosby(1 + R/r) = tan 6y = us(1 + R/r),

og dermed
0y = arctan [us(1 + R/r)].

Riktig svar: A.

b) Snorkrafta:

R R MgR
S=—f=—usMgcosfy, Alternative uttrykk: S = _fR sinfp = Mg (sinfy — ps cosby) .
r r r

Riktig svar: C.

¢) Nar snella har begynt a slure, ma ligning (II) og (III) erstattes av N2. Vinkelen er na gitt lik 6 (> 6p), og
de fire ukjente blir: a, S1, f, N. Snorkraften blir en annen enn tidligere, derfor nytt symbol for den, og akse-
lerasjonen a langs skraplanet blir en ukjent. Friksjonskraften na er gitt av den kinetiske friksjonskoeffisienten
s

f=peN = upMgcosb.

Ligning (I) bestemmer N og ligning () bestemmer f, slik at vi har igjen bare to ukjente, a og S;. To ligninger:



N2 langs skraplanet: >° Fjj = Ma = Mgsind — f -5 = Ma (IIb)
N2 for rotasjon (om snellas massesenter): Yr=Iw = —fR+Sr=Iuv (Ilb)

der I = treghetsmomentet om snellas akse. Vi har valgt a positiv nedover og positiv w mot klokka (=
den retningen det virkelig gar). Nar snella rutsjer nedover, rulles snora ut med hastighet v = wr (IKKE
v =wR!), og w = v/r = a/r. N2-ligningene (IIb) og (IIIb) gir da (vi venter litt med a sette inn for f):

Mgsin—f—-S; = Ma (1)
—fR+S1r = I (a/r). (2)

To ligninger og to ukjente (a og Si). Eliminerer S; fra ligning (1) og setter inn i ligning (2):

S1=Mgsing — f — Ma 1E —fR+ Mgrsin® — fr=1 (a/r) + Mar. (3)

Lgsning av a, med litt smarte divisjoner og innsetting av f gir

sin @ — py cos 6 (1 + g)
1+ 1/(Mr?)

a=4g

Riktig svar: A.

Oppgave 4.

X

a) Det kortvarige, kraftige stgtet gir kula en (lineser) impuls og en dreieimpuls (relativt massesenteret):

FAt = MAV = MV,
TAt = FhAL = IOAW = Iowo.

Fortegnsvalg: Positiv translasjon i positiv x-retning og positiv rotasjon med klokka, vist i figuren. Vi har

som oppgitt neglisjert friksjonskraftens bidrag i det korte tidsrommet At, noe som er rimelig unntatt for slag

som er veldig svake. En god snookerspiller kan mobilisere en langt stgrre kraft I’ nar det er hensiktsmessig.

Vi eliminerer den ukjente stgrrelsen FAt fra de to ligningene, og far derved en relasjon mellom V{ og wy,
R? 5h

2
MhVy = Iywy = V(]:E)—hwo eller WOZWVO- (4)

Riktig svar: D.

b) Ren rulling forutsetter at vy = Rwy, og denne betingelsen er bare oppfylt nar hg/R = +2/5. Riktig svar: B.



¢) Dersom h > 2R/5, vil wg > Vp/R, dvs kula roterer for fort i forhold til ren rulling. Det innebarer at
undersiden av kula glir mot venstre pa underlaget, og friksjonskraften vil derfor veere rettet mot hgyre.
Retningen kan ogsa fastlegges ved at friksjonskraften forsgker a oppna perfekt rulling ved a redusere vin-
kelhastigheten og gke translasjonshastigheten. Med kinetisk friksjon er f = pup N = ppM g; ingen bevegelse
vertikalt, s& N = Mg. Riktig svar: B.

(Dersom h < 2R/5, er situasjonen den motsatte: Friksjonskraften virker mot venstre og gir kula rotasjons-
akselerasjon og translasjonsretardasjon. For h < 0 vil wg < 0, dvs kula roterer ”feil” vei. Friksjonen virker
fortsatt mot venstre, dvs den forsgker a fa kula til a rotere rett vei.)

Velger vi referansepunktet (hvor som helst) langs x-aksen, vil r¢ x f = 0, der r¢ er f’s angrepspunkt,
som er i kontaktpunktet mellom kule og bord. De to vektorene er parallelle. Ingen andre krefter gir noe
dreiemoment om origo etter at stgtet er avsluttet, og total dreieimpuls relativt origo ma derfor veere bevart.
(Luftmotstanden, som vi har neglisjert, gir selvsagt et grlite dreiemoment, noe som gdelegger for perfekt
dreieimpulsbevarelse.)

d) Total dreieimpuls blir

L. = L=M][rxV],+Iw=MRV + Ipw
start: Lo = MRVp+ (2/5)MR2wo 2 MRVy(1+ h/R)
ved ren rulling: L, = MRV, + (2/5)MR?.V,/R = (7/5)MRV,.

Da dreieimpulsen er bevart, ma vi ha Ly = L,, som gir hastigheten nar ren rulling er oppnadd:

5 h
Vr:?<1+ﬁ)vo. (5)
Riktig svar: C.
V.V,
A
10/7
1 ,,,,,,,,,,

. hR

-1 0 2/5 1

Nar h/R = —|—%, finner vi V, = Vj, som vi burde. Nar h/R > %, vil altsd massesenterhastigheten gke pa
vei mot den endelige rullebevegelsen, ellers vil den avta. Merk at V,. > 0 alltid, nvansett hvor lavt pa kula
kgen treffer, dvs det er ikke mulig & fa kula til & trille tilbake etter at ren rulling er oppnadd. For h = — R
(vanskelig i praksis!) stopper kula.

e) Nar translasjonshastigheten endres fra Vj til V. i lgpet av en tid ¢, (som skal bestemmes), er det ene og
alene friksjonskraften f = uxMg som gir denne akselerasjonen. Akselerasjonen a = f/M = uxg er konstant,
og vi kan bruke konstant-akselerasjonsligningen V, = Vj + at, til & bestemme ¢,. Som funnet i b) peker f
mot hgyre, og a er positiv nar h/R > 2/5, mens f peker mot mot venstre og a er negativ nar h/R < 2/5.



Vi tar for oss tilfellet positiv a:

5 h
V, = Votat, og w:;Q+E)%
1 1 2 5h 2 5h
ty = -V, - Vo) = —|—=4+=x= Vo= Vj—|==—-1 ar h/R > 2/5.
- AL %g<7+7R)° OMW<QR > nar h/R > 2/

Riktig svar: A.
Nar h/R < 2/5, blir a = —pugg, og fortegnet snus:

2 5h
ty, = Vo—(1—=—= ar h/R < 2/5.
07Mﬂ( 2R) nér h/ R <2/

Om gnsket kan vi sammenfatte dette til en ligning:

2Vh 5h
=—— [1—=—=| f 11 —1,1).
S 2R’ or alle h/R € (—1,1)

Verdien er 0 bare for h/R = 2/5, i trad med det vi visste fra for.

f) Energiberegninger: Forst startenergien uttrykt ved translasjonsenergien %M Vi

1.5 1 ,@l 5 h?

Dernest energi for den rullende kula med w, = V,./R:

©)

1 1 1
K, = -MV? + §IOw3 = §MV7? :

5
2 7

Og vi kan uttrykke energitapet:

_ 1505 h R 5R2\| 1. 5 2 5h\?
AK—K“*“—iM%l?@+?ﬁ+ﬁﬁ‘<”iﬁi —‘#“6?‘@‘55)

etter litt algebra. Vi kan ogsa uttrykke relativ energi etter at rulling er oppnadd:

K _30+4)

Ko 1+ 35

€ =

En kontroll: Med et stgt som gir ren rulling (h/R = 2/5) er € = 1, dvs ikke energitap. Med h = —R er € = 0,
dvs 100% energitap. Dessuten: Med h = +R er € = 40/49 og med h =0 er e = 5/7.

g) Det er konstant akselerasjon slik at lengden som kula glir langs underlaget for ren rulling oppnas, finnes
fra gjennomsnittsfarten (V):
2V§

1
r=Wte = (Vi + Vo) b, = 6

)

Y |2t
2R 2R

der vi har brukt uttrykk for V; og ¢, ovenfra. Kontroll: z, = 0 nar h/R = 2/5.

Vi har leert at det kreves relativt omfattende regning for a bestemme ¢, eller x,., mens V. i pkt d) (og dermed,
med litt ekstra faktoriseringsstrev, AK) faller nesten rett ut ved bruk av dreieimpulsbevarelse.

Det ville ogsa ha veert interessant & analysere bevegelsen etter et stgt som treffer til hgyre eller venstre for
xy-planet. Dette vil gi sidelengs rotasjon (w vertikal), noe som kan gi en ikkelineser bane. For curlingspillere
er vertikal w viktig for curlingsteinens videre bevegelse. Men det er utfordrende & regne pa!
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Lgsningsforslag til gving 7.

Svingninger

a) Vi antar at Hookes lov, F' = —kx, gjelder for fjeera. Newtons andre lov gir da
d’x

eller

i+ wir=0

med wi = k/m. Ligningen har lgsning z(t) = Acos(wot + ¢), som gitt i oppgaveteksten. Klossen svinger
altsa med vinkelfrekvens w = \/k/m, og dermed med periode T' = 27 /wy = 2m/m/k. Riktig svar: C.

b) og ¢) Amplituden A og fasekonstanten ¢ fastlegger vi ved a bruke de oppgitte initialbetingelsene x(0) = xg
og v(0) = #(0) = vp. Vi har
v(t) = (t) = —woAsin(wot + @)
slik at
rg = Acos ¢
og
Vo = —woA sin (b

Herfra er det flere mulige veier & ga. Vi kan for eksempel dele disse to ligningene med hverandre, som gir

¢ = — arctan
TowWo

0g
Zo

cos arctan vy /xowp

Alternativt kan vi kvadrere de to ligningene og legge dem sammen:

2 2
1 =sin® ¢ 4 cos® ¢ = % —|—E
wdAz A2

som gir

A= \/x2 + (vo/wo)? = xo\/l + mod /ka?
og deretter
i) 1
¢ = arccos — = arccos

A ,/1+mv(2]/kx%.

Altsa er bade A og B riktige svar pa oppgavene b) og c), dvs C er riktig svar.

d) Siden vi ikke har noe demping i systemet, er den totale energien E bevart. (Dvs: Vi har et konservativt
system.) Da kan vi beregne energien ved et hvilket som helst tidspunkt, for eksempel ved maksimalt utsving,
der x = Tpax = A ogv=0:

L1 1 1 1
E=E""= 51{:/12 = §k (x% +mv3/kz) = 51(5563 + 5mv§

Dette gjenkjenner vi som summen av potensiell og kinetisk energi ved ¢t = 0, Eyy + Ejo, hvilket jo ogsa ma
tilsvare den totale energien. Riktig svar: C.



e) Skriver vi lgsningen pa formen z(t) = B coswyt + C'sinwgt, har vi
%(t) = —woB sin wyt + weC cos wot
og dermed, ved hjelp av z(0) = xg og ©(0) = vp,
B=xy og C=uvy/wy

Riktig svar: B.

f) Maksimalt utsving:

Tmax = A = xo\/l + mv%/lmg = xo\/l + Eyo/Epo
Maksimal hastighet:

k
Umax = WoA = \/E (23 +mv3/k) = v/ 1 + kad/mug = vor/1 + Epo/Exo

Med oppgitte tallverdier:

Ey = 0.5-10-0.010% = Ejo = 0.5-0.100 - 0.10% =

2000 2000

begge i enheten J, ettersom vi kun har brukt SI-enheter underveis. Folgelig er Zmax = V229 ~ 1.4 cm og
Umax = V20 ~ 14 cm/s. Riktig svar: A.

g) Bevegelsesligning for klossen:
mi = —ky + mg

Her har vi valgt positiv y-retning nedover. Uten tyngdefelt til stede (¢ = 0) er klossens likevektsposisjon
y = 0. I tyngdefeltet bestemmes den nye likevektsposisjonen Ay ved a sette total kraft lik null, folgelig
—kAy+mg = 0
Ay = mg/k
Med ny posisjonsvariabel
z=y— Ay

far vi bevegelsesligningen
mZ = —k(z+ Ay) + mg = —kz

som betyr at klossen vil svinge harmonisk med vinkelfrekvens wy = +/k/m omkring likevektsposisjonen
z =0, dvs y = Ay = mg/k. (Med tallverdiene fra oppgave 1 har vi Az = 0.100 - 9.8/10 = 9.8 cm.) Riktig
svar: A.

h) Fra figuren ser vi f.eks. at x(0) =1 og x(57") = 0.5, der T" er svingningens periode. Dermed:

6—5T/’T _ e—5-27r/w’r - 05
10
= " — In2
wT
=>wr = 45

Riktig svar: D.



i) Med utsving z fra likevektsstilling er kraften pa massen m de to fjeerkreftene —kjx og —kox. N2 gir
svingeligningen

k k
—k1x — kox = mZ = ﬂ'U'—i—(—l—i-—l)x:O.
m  m

Sammenligning med ”standardligningen” i 4 w?z = 0 gir at svingefrekvensen w er gitt av

k k
W= 4 2=l wd alts w=/wl+wl.
m m vy - -

Sammenligning med & + %x = 0 viser ogsa at effektiv fjeerstivhet for parallellkoblede fjaerer er k = ki + ko.
Riktig svar: C.

j) Nar m forskyves x mot hgyre, strekkes fjeerene 1 og x2, og slik at z og x2 er forskjellige dersom k; # ko.
Kraften F' pa massen m forplanter seg gjennom begge fjeerene med samme strekk (N3 og masselgse fjaerer).
Dermed er F' = —kjx1 = —kowo, som gir x = x1 + 9 = — (1/k1 + 1/k3) F. Dermed er kraften som virker
pa klossen lik

F= —;x _ ks T
N 1/k1 4+ 1/ko kit ke
og N2 gir
_ kb T = mi = i+ __Fiky z=0
k1 + ko (k1 + k2)m ’

Sammenligning med & + w?x = 0 gir at svingefrekvensen w er gitt av

1 ki + k 1 1 2 2
_ ntk)m 2+—=L+w2, alts w = ——12

w? k1ko w3 w? wiw3 T% n w%.

Sammenligning med &+ %x = 0 viser ogsa at effektiv fjeerstivhet for seriekoblede fjeerer er k = k’jf& Riktig
svar: B.

k) Med utsving z fra likevektsstilling vil hgyre fjeer ko presses sammen x og gi en kraft —kox mot venstre
pa massen. Venstre fjeer vil strekkes = og gi en kraft —k;z mot venstre. Kreftene er altsd de samme som i

a), og w = \/w? + w?. Riktig svar: C.
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Oppgave 1

a)

y = Asin(kx — wt) = Asin [271 (; — %)] (1)

med A =1.0cm, T = 27/w = 10 ms og A = 27/k = 10 cm. Med folgende linjer i Matlab, der bglgetallet

angis med enhet cm™! og vinkelfrekvensen med enhet ms—?,

%TFY4106 Fysikk 2014.
%ving 8, oppgave la: Plotting av harmonisk blge
hy(x,t) = A sin(kx - wt)
%som funksjon av x mellom x=0 og x=25 cm, for de tre
%tidspunktene t=0, t=2.5 ms og t=5.0 ms.
b
clear all;
%A = amplituden (cm)
A =1.0;
%k = blgetallet (1/cm)
k = 24pi/10;
%w = vinkelfrekvensen (1/ms)
w = 200%pi/1000;
%x = posisjonstabell (cm)
x = 0:0.1:25;
%t = tidstabell (ms)
t = 0:2.5:5.0;
%y = tabell (matrise) med alle verdier for y(x,t)
for n = 1:3
y(:,n) = Axsin(k*x-wxt(n));
end;
%Plotter y(x,t) for de tre tidspunktene
plot(x,y(:,1),’-k’,x,y(:,2),’--k’,x,y(:,3),7:k’);
handle=legend(’t = 0’,’t = 2.5 ms’,’t = 5.0 ms’);
label=(’A’);
text(2,1.4,1label, ’FontSize’,28);
xlabel(’x (cm)’);
ylabel(’y (cm)’);
axis([0 256 -1.2 1.7]);

far vi denne figuren:



t=0

15F §
A - — —t=25ms

t=5.0ms

y (cm)

Riktig svar: A

b) Siden y = y(x — vt) (med v = w/k), forplanter belgen seg i positiv a-retning. Riktig svar: A

¢) Utsvinget vil bli det samme som for ¢ = 0 for hver hele periode, dvs for t = nT = 10n ms, der

n=1,2,3,.... Riktig svar: D
d) Vi ser av figuren ovenfor, og har allerede i punkt a slatt fast at 7' = 10 ms. Riktig svar: D

e) Vi ser av figuren ovenfor, og har allerede i punkt a slatt fast at A = 10 cm. Riktig svar: C

f) En belgetopp forplanter seg en bglgelengde A = 10 cm pa en periode T' = 10 ms. Altsa er fasehastigheten

A 0.10m

T  0.010s

=10m/s

Riktig svar: D

g) Hastigheten til strengelementene (i y-retning) er gitt ved:

Oy 0 . B
vy = il (Asin(kx — wt)) = —wA cos(kx — wt).

Maksimalverdien av cos(kz — wt) er 1. Altsa er maksimalhastighet for et strengelement:

P = wA =2007s"" - 0.010m = 27 m/s ~ 6.3m/s

Riktig svar: D

h)
Py 9 0 .
= =5 (Asin(kx — wt)) = 5 (—wAcos(kx — wt)) = —w”Asin(kz — wt)

som har maksimalverdi
2
™™ = w?A = (200s7") - 0.010m = 3.9 10° m/s”.

Riktig svar: A



i) Vi har

. ™
SN u = COS u—§ .

Derfor, dersom vi velger ¢ = —7/2, vil y = A cos(kx — wt + ¢) beskrive samme bglge som y = Asin(kz —wt).
Riktig svar: D

Merknad: Fra (1), (2) og (3) har vi

y = Asin(kz — wt)

v, = —wAcos(kr —wt) = —wAsin (kx —wt+ g)
= wAsin <kx—wt—g> = wAsin [kx— (wt%—g)}
a = —w?Asin(kz —wt) = w?Asin(kz — wt — 7) = w? Asin[kz — (Wt + 7)].

Med andre ord kan vi si at a i tid er faseforskjovet 7/2 foran v, som igjen er faseforskjgvet /2 foran y.

Oppgave 2

a)

ys = ity
= Acos(kx —wt + ¢1) + Acos(kx — wt + ¢2)
kx —wt 4+ @1 + kx — wt + ¢o -COS¢1 — ¢

= 2Acos
2 2
= 2Acos (k:c —wt+ o1 ; ¢2) cos o1 g 02
= Ascos(kz —wt + ¢3) (4)
der vi har satt
— A
As = 2Acos o1 5 02 = 2A cos 7¢ (5)
_l’_
(bg _ ¢1 . ¢2 (6)
Riktig svar: B
b) |As| har maksimalverdi nar
A¢
cos—| =1,
2

dvs nar A¢/2 =n-m,n=0,1,2,...,dvs nar A¢p =n-27,n=0,1,2,....
|A3| har minimalverdi nr

A¢
cos - = 0,

dvs nar A¢/2=(2n+1)-71/2,n=0,1,2,...,dvsnar A¢p = (2n+1) -m,n=0,1,2,....
Riktig svar: B

¢) Med de beregnede faseforskjellene fra punkt b) finner vi at |As|™** = 24 (bglgene adderes i fase) og
|A3|™" = 0 (bglgene adderes i motfase). Riktig svar: A



Oppgave 3

a) Bolgehastigheten for transversale bglger pa en streng er utledet i forelesningene. Vi far

v = L ﬂ:l?m/s
u - V0.028

Riktig svar: A

b)
som gir bglgelengden

Riktig svar: A

¢) Vi har ikke dispersjon i dette systemet, sa v er den samme for alle bglger, uansett frekvens. Riktig svar:

A

d) Ettersom X er omvendt proporsjonal med f, vil en frekvens pa 3.0 Hz resultere i en bglgelengde pa ca 5.8
m. Riktig svar: D
e) og f) Vi har harmoniske bglger som kan beskrives ved
y(x,t) = Acos(kz — wt + @)
der k = 2w/ er bolgetallet og ¢ en fasekonstant. Vi velger z = 0 ved svingekilden og har
y(0,t) = Acos(—wt + ¢) = Acoswt
som gir ¢ = 0 siden cosu = cos(—u). Dermed er bglgen beskrevet ved
y(z,t) = Acos(kx — wt)
For z = 1.0 og x = 5.0 m far vi
1.0
y(1.0,t) ~ Acos (271— - 27rt)
17
5.0
y(5.0,t) ~ Acos <27T— - 27Tt)
17
med ¢ malt i sekunder. Riktig svar: B (pa begge)

g) Faseforskjellen mellom utsvinget i disse to posisjonene er

8
Ap=—~14~83°
¢ 17

Riktig svar: C



Oppgave 4

a) Sma transversale utsving pa en slik streng oppfyller bglgeligningen

e _pote 1%

ox2 ~ Sot2 T w2 or?
og det eneste vi krever av funksjonen {(z,t) er at den kan skrives pa formen f(x — vt) eller g(x + vt),
eller en kombinasjon av disse to, der f og ¢ er vilkarlige to ganger deriverbare funksjoner. Den oppgitte
gaussformede bglgepulsen er pa en slik form ({(x — vt)) og representerer dermed en mulig bglgepuls langs
strengen. Riktig svar: A
b) Belgen propagerer i positiv z-retning. Riktig svar: A

¢) Som utledet i forelesningene, og som vi ser av ligningen ovenfor, har vi

(Uttrykket pa hgyre side har dimensjon
k 2 2
g-m/s m /s
_— = — = 1N
kg/m s?

d) Bolgepulsens energi endrer seg ikke med tiden. Vi kan derfor beregne E for et hvilket som helst tidspunkt,
for eksempel ¢ = 0. Med energi e(x,0) dx pa intervallet (x,z + dz), ma total energi veere

som er det vi skal ha.) Riktig svar: B

E:/ e(z,0)dz.

Vi har, med ¢t = 0,

65 2 _2/,2
=S (=9 z*/a
o= = bol~20/aP)e 7,
som gir
2/1,1)258 212 922 /g2
0) = e
E(.%', ) a2 az €

Vi substituerer 8 = v/22/a som gir (med dz = adB/v/2)

V2a Joso V2a 2 V2a

Sa til tross for at det er fristende a insistere pa alternativ D: Riktig svar er: C

5 2 /°° P _ WG VT VA
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Oppgave 1

a) Svar C er korrekt. Fasehastigheten er gitt ved
w
i
og vi ser fra figuren at dette forholdet er storst for sméa verdier av k, dvs for lange bglgelengder.

b) Svar B er korrekt. Bolgehastigheten er gitt ved
/S
v=4/—
1
slik at en endring i S til S + AS gir hastigheten

) \/S+AS_\/S(1+AS/S)
woo [

v =

S 5
_ \/;,/HAS/S_\/;(1+AS/2S)_U-(1+AS/25)

Av =0 —v=vAS/28

Fglgelig er

¢) Svar A er korrekt. Bolgehastigheten er gitt ved

slik at en endring i p til 4 + Ap gir hastigheten

o S S
" VA (i Ap/u)

= \[ \/W \/> = Ap/2p) =v- (1= Ap/2p)

Av =1 —v=—vAu/2u

Folgelig er

d) B
I
= 10log —=
b1 Og[g
:>f—(1) = logl; —logly
I
By = 10log = =P +5
Iy
15} 1
:>1—(1)—|—§ = log Iy — log Iy
1
=loglo —logly = 5
I
=2 = 10Y2~3.16
I



e) C
Intensiteten er proporsjonal med utsvingsamplituden kvadrert, mens trykkamplituden er proporsjonal med
utsvingsamplituden. Dermed blir intensiteten proporsjonal med trykkamplituden kvadrert, og vi finner

I
P2 2 =104 ~ 178
P1 5L
f)D
P P 0.2 9
Ahalvkule 2712 2 - 42 o /m
2.0-1073
Oppgave 2
a) Bolgelengden:
v 330
=—=——m=33cm
f 1000
Riktig svar: C
b) Intensitetsnivaet 5 malt i dB er definert ved
I
= 10log —
B 08 7

der referanseintensiteten Iy = 1072 W/m?. Med I = 10~? W/m? har vi

-9

10
B = 10log =10-3 = 30 dB.

1012
Riktig svar: C

¢) Intensiteten I tilsvarer en midlere effekt P pr flateenhet A. Vi anslar trommehinnens areal til f.eks 0.5
cm?. Effekten som mottas pa en slik flate blir dermed

P=I-A=10""W/m?-05-10"*m?=5-10"4 W.
(Som er under forutsetning av at lydbglgen faller normalt inn mot trommehinnen.) Riktig svar: A

d) Sammenhengen mellom intensiteten I og utsvingsamplituden &y har vi utledet i forelesningene:

1
I =%v= 5,0(4)2582).

Her er p luftas massetetthet, w er vinkelfrekvensen, og v er bglgehastigheten. Dermed:

1 21 1 2.1079
fg=—|— = m ~ 0.34nm.
2 f\l pv 20007 V 1.3 - 330




Utsvinget er altsa her av samme stgrrelsesorden som molekylenes diameter. Riktig svar: D

e) Trykkendringen Ap er relatert til utsvinget £ (se forelesningene):

9%
ox’
der B er luftas bulkmodul. Med en plan harmonisk bglge far vi

Ap=—-B

Ap(z,t) = —Bk&y cos(kz — wt)

med amplitude

P
Py = By = 1.42-10° - é -0.34-107% ~ 0.9 mPa.
Riktig svar: B

f) Trykkvariasjonen relativt likevektstrykket pg = 1 atm = 1.013 - 105 Pa blir

Py  09-107°

S0 —9.107Y.
po  1.013-10°

Ikke rare greiene! Riktig svar: A

Oppgave 3

a) Grunntonen pa en svingende streng som er festet i begge ender har bglgelengde A = 2L, der L er strengens
lengde. En bestemt frekvens f oppnas da ved & sgrge for at bglgehastigheten blir

v=\f =2fL.

Samtidig vet vi at v er bestemt ved strammingen S og strengens masse pr lengdeenhet pu:

o= \/5n

Strammingen ma derfor vaere

S =
m 272
= .47
7 f
= 4mfiL
= 4-0.0002 - 4402 - 0.370
~ 57.3N.

Riktig svar: B

b) Staende lydbglger i et tynt luftfylt rer som er apent i begge ender, har knutepunkt, Ap = 0, for trykkbglgen
i begge ender, dvs i x = 0 og i x = L, der L = 0.5 m i dette tilfellet. Utsvingsbglgen £ har dermed
maksimal amplitude (buk) i begge ender. Laveste resonansfrekvens (grunntonen) ma dermed ha bglgelengde
A =2L = 1.0 m. Med lydhastighet v = 340 m/s blir laveste resonansfrekvens

f=wv/X\ =340 Hz.

Riktig svar: A



¢) Rorets resonansfrekvenser er f,, = n - 340 Hz, med n = 1,2,.... Resonans nr n har n knutepunkter for
den staende utsvingsbglgen £. Altsa 4 knutepunkter for moden med frekvens 1360 Hz. Riktig svar: C

d) Vi kan tenke pa dette systemet som tvungne svingninger: Den vibrerende gitarstrengen virker som en
ekstern harmonisk kraft pa luftmolekylene omkring, som dermed tvinges til & svinge fram og tilbake med
samme frekvens som den vibrerende strengen. Bolgehastigheten er bestemt ved mediets elastiske egenska-
per og mediets massetetthet og er generelt forskjellig for strengen og lufta. Dermed blir ogsa bglgelengden
A = v/f generelt forskjellig. Nar det gjelder amplituden, vil det nok vere en sammenheng mellom disse,
for et kraftigere anslag pa strengen resulterer jo i sterkere lyd. Men som vi har sett i en tidligere gving, vil
utsvingsamplituden til luftmolekylene typisk veere av storrelsesorden noen fa nanometer (med lydintensitet
godt under smertegrensen), som apenbart er mye mindre enn typiske amplituder pa en vibrerende gitar-
streng. Riktig svar: D

Oppgave 4

At vandretiden 7 kun avhenger av strengens omlgpsperiode T', og ikke av lengden L eller massen M, kan
vi sla fast med ren dimensjonsanalyse: Problemet inneholder kun stgrrelsene T, M og L. Det gar ikke an a
lage storrelser med enhet s (sekund) ved a kombinere kg og m. Da gjenstar bare T'.

Bolgehastigheten er v = /S/u = \/SL/M. Snordraget S(r) i avstand r fra festepunktet er den kraften som
skal til for a holde strengbiten mellom r og L i sirkulser bane med vinkelfrekvens w = 27 /T, dvs akselerasjon

L M
S(r) = /adm:/ wzrlfdr'

-

a(r') = w?r':

Med S(r) pa plass skulle resten vaere grei skuring! Bglgehastigheten blir

) =[S = ST = LTI

Tiden som en bglgepuls bruker fra festepunktet til strengens ende blir dermed
dr’
v

T /L dr’
Vor Jo VL2 =12
T

2v/2

Her fglger en noe mer utdypende forklaring;:

Vi betrakter en liten bit av strengen, mellom r og r + dr, og med masse dm = dr - M/L. Pa denne lille
biten virker det en kraft innover mot sentrum pa grenseflaten ved r (fra masseelementet rett innenfor) og
en kraft utover pa grenseflaten ved r + dr (fra masseelementet rett utenfor). Disse to kreftene ma nettopp
veere snordraget S(r) og S(r + dr), slik at nettokraften, innover, pa vart lille masseelement ma vaere:

dF = 8(r) — S(r+dr).

Ifglge Newtons 2. lov har vi

M
dFF =dm-a = fderT.



Den totale kraften pa strengbiten som befinner seg mellom r og L blir da

M2 L M2
F(T):/dF: I(:u / rdr = (LQ—TQ).

Men denne kraften F'(r) ma nettopp tilsvare snordraget i avstand r, dvs F'(r) = S(r). Dvs, snordraget i r
er lik nettokraften pa strengen mellom r og L. (Del f.eks opp biten mellom r og L i sma biter med lengde
dr. I hver grenseflate mellom slike sma biter virker biten til venstre pa den til hgyre med en like stor men
motsatt rettet kraft som omvendt, Newtons 3. lov, slik at kraften i den venstre enden, S(r), er lik total kraft
pa hele strengen utenfor r.)

Med S(r) pa plass henvises til avslutningen pa den ”offisielle” versjonen ovenfor.



TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 10.

Oppgave 1. Dopplereffekt. Svevning. Interferens.

a) Sa lenge vo = vg = 0, spiller det ingen rolle om det blaser. Observatgren vil male samme frekvens som
kilden (S) sender ut. Riktig svar: B.

b) Veggen star i ro og "observerer” bglgen som sendes ut av flaggermusen. Frekvensen fy mottatt av veggen

er
v 340
= ——— -100kHz = 103.03 kHz.
oo " T 30010 ’ ’
Veggen reflekterer, dvs sender tilbake mot flaggermusen, en bglge med denne frekvensen. N&a er veggen
en bglgekilde i ro, mens flaggermusen er en observatgr i bevegelse, mot kilden (veggen). Dermed hgrer

flaggermusen et ekko med frekvens

fv=

350
= 2EUE e Y 03 03 KHZ ~ 106 kHz.
. 340

Riktig svar: B.

¢) Her er sveveperioden Ty = 1 s. Dermed er svevefrekvensen f; = 1/Ts = 1 Hz. Dette tilsvarer frekvensfor-
skjellen mellom de to lydbglgene fra hhv stemmegaffelen (440 Hz) og pianoets A-streng. Du kan imidlertid
ikke vite om A-strengen svinger med frekvens 439 Hz eller 441 Hz. Riktig svar: D.

d) To lydkilder som svinger i fase med samme frekvens gir konstruktiv interferens (max intensitet) dersom
bglgene har en veilengdeforskjell lik et helt antall bglgelengder A. Med avstand d mellom lydkildene og
vinkel 6 mellom senterlinjen (med lengde 20 m; se figuren i oppgaven) og en linje fra (midtpunktet mellom)
hgyttalerne til observatgren, blir veilengdeforskjellen, med god tilnsermelse, lik dsin . Max intensitet hgres
derfor av dem som sitter slik til at 8 = 0 eller

0 = arcsin(d/n\),

med n = 1,2, .... Destruktiv interferens (min intensitet) oppnas med veilengdeforskjell (n+1/2)\, og dermed
av dem som sitter slik til at

0 = arcsin(d/(n + 1/2)\).

Medd = 1mog A =v/f = 340/3400 = 0.1 m har vi max intensitet i retningene 0,5 = 0, £5.7°, £11.5°, +£17.5°
osv. Minimal intensitet har vi i retningene 0Oy,;, = +2.9°, +8.6°, £14.5° osv. Bjarne sitter ved g = 0 og
hgrer dermed max intensitet. Anne sitter ved §4 = arctan(5.2/20) = 14.6°, som er tilstrekkelig neer 14.5° til
a fastsla at hun hgrer minimal intensitet. Camilla sitter ved 6o = arctan(—3.0/20) = —8.5°, sa hun hgrer
ogsa minimal intensitet. Endelig har vi Dag som sitter ved fp = arctan(—6.3/20) = 17.5°, sa Dag hgrer
max intensitet. Riktig svar: B.

Oppgave 2. Termisk fysikk: Ideell gass. Volumutvidelse.

a) Hvis du vet, eller finner ut, at luft har massetetthet ca 1.2 - 1.3 kg/m? (mindre tetthet ved hgyere tempera-
tur), er det bare 4 gange med volumet pa ca 10 m? x 2.4 m, dvs ca 24 m3. Dette gir en masse omkring 30 kg.

Med ideell gass: pV = NkpT gir antall molekyler pr volumenhet (ved 300 K)

p=N/V =p/kpT = 1.013-10°/(1.38 - 10723 - 300) ~ 2.45 - 10** m~>.



Vi trenger midlere masse pr molekyl. Med ca 20 prosent oksygen og resten nitrogen blir dette ca 29 g/mol,
som er ca 4.8 - 10726 kg pr molekyl. Dermed

p= (m)p ~1.18kg/m">.
Riktig svar: C.

b) En hgydeendring pa 1 cm, som gir en temperaturendring pa 1 grad, krever en volumendring
AV =A-h=mr? h~0.47mm>.

Totalt volum sprit ma da veere

A
V= ﬁA—‘; = 4007 mm?® ~ 1.3 mL.

Riktig svar: A.

¢) Trykket i 1 mol ideell gass ved 20°C og volum 24.0 L:

_ RT 8314293

— =" """ Pa=1.015-10°Pa = 1l atm.
P=7 =950.10 8" 2= L0I5-107Pa=1latm

Riktig svar: A.

Oppgave 3. Atmosfaeren pa Mars

a) Viser pa en luftsgyle med tverrsnitt A og hgyde dz, og dermed masse dM = pAdz nar massen pr volumen-
het er p. Vekten av denne luftsgylen er dM g = pAdz g, som ma tilsvare forskjellen dF' i kraften (nedover) pa
luftsgylens nedre og gvre flate. Siden trykket pr definisjon er kraft pr flateenhet, ma dp = —dF/A = —pudz g
bli endringen i trykket hvis vi forflytter oss fra hgyde z til hgyde z + dz. Av dette fglger det oppgitte ut-
trykket dp/dz = —pug.

b) Hvis m er gassens masse pr mol, er nm massen til n mol gass. Og hvis n mol gass okkuperer volumet V,
blir da masse pr volumenhet y = nm/V. Dermed: pV = nRT = p/RT =n/V = pu/m, i samsvar med
oppgitt uttrykk for pu.

¢) Fra a) har vi dp/dz = —pug, og med resultatet i b) betyr det at dp/p = —mgdz/RT. Integrasjon pa
begge sider, pa venstre side fra p(0) = po til p(z) og pa hgyre side fra z = 0 til z, gir In[p(z)/po] =
— fozl mg(2')dz'/RT(2'), som etter eksponentiering pa begge sider gir det oppgitte uttrykket for p(z) med
oppgitt skalahgyde H(z).

d) Innsetting av oppgitte tallverdier for R, T', m og g gir H = 12.1 km. Integralet i ¢) blir da lik 1, slik at
p(H)/po = 1/e.

e) og f) Se martian_atmosphere.m. Figuren nedenfor viser at trykkprofilen blir ganske riktig ved a bruke
konstant temperatur 234 K, med gkende feil ved store hgyder.
Merknad: Numerisk lgsning av integralet

z dd

o T(2)

med Simpsons metode fordrer at intervallet fra 0 til z deles inn i et like antall intervaller, dvs med et
odde antall diskretiserte hgydeverdier, endepunktene 0 og z inkludert. Dette skyldes at metoden er basert
pa a trekke parabler mellom nest neermeste nabo hgydeverdier. Denne begrensningen har vi ikke med
trapesmetoden, der rette linjer trekkes mellom nsermeste nabo hgydeverdier.
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T(z)=234-2.25z+14exp(-2z)
T=234

10

T
!

Hgyde (km)
(o]

0 100 200 300 400 500 600
Trykk (Pa)

Figur 1: Trykk som funksjon av hgyde over bakken pa planeten Mars, beregnet med utgangspunkt i en
realistisk temperaturprofil og med bruk av konstant temperatur.

I programmet martian_atmosphere.m brukes Simpsons metode for a bestemme annenhver verdi for p(z),
dvs for de hgydeverdiene som tilsvarer at antall intervaller er et partall. For de resterende hgydeverdiene
brukes trapesmetoden. Det ville selvsagt ha veert enklere & bruke trapesmetoden for alle verdier av z.
Merk at de to fgrste hgydene, 2 = 0 og z = h, ma behandles separat, ettersom iterasjonsprosessen fgrst
kan startes med to verdier pa plass, en for iterasjon med trapesmetoden og en for iterasjon med Simpsons
metode.
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Lgsningsforslag til gving 11.

1) Med de gitte antagelsene blir Clapeyrons ligning (med pV, = RT)

dp l oLy
dar  1T(V,—-V,) ~ TV, RI?
som integrert gir (med [ ~ konstant)
p = konst - e UET,

Integrasjonskonstanten bestemmes ved at p = pg = 4.58 mm Hg ved T' = Ty = 273 K. Dette gir

=roe |5 (5 1)
p=poexp| g\ 7= F )|

Lgsning mhp T gir, for p = 760 mm Hg:

8.314 - 273

40.7 - 103

RT, -1
T="T|1- TO ln(p/po)] =273 [1 -

-1
1n(760/4.58)} ~ 382,

dvs 382 K, eller 109°C. Grunnen til at beregnet kokepunkt blir for hgyt er at molar fordampningsvarme [
ikke er konstant, men gker med avtagende temperatur. Riktig svar: C

2) Med antagelsene om konstant fordampningsvarme [, neglisjerbart vaeskevolum, og at dampen er ideell
gass, folger det av Clapeyrons ligning at damptrykket blir

p = Cexp(—Il/RT),
der C er en konstant. Med oppgitte data far en ligningene

pr = Cexp(—l/RI)
p2 = Cexp(—l/RT}).

Divisjon gir

som lgst mhp [ gir

1 1n(12139/4402
| = ppa/py) g g, In(12139/4102)
1T, — 1/ 1/273 — 1/293

J/mol = 33.7kJ/mol.
Riktig svar: B

3) Med C' = ps exp(l/RT») blir damptrykket ved T' = 30°C = 303 K:

I /1 1 33.7-10% / 1 1
- Z(=_—Z)|=12139P ——— | — — — || =19.2 kPa.
P=Pp2exp [R (T2 Tﬂ aexp l 8.314 (293 303)] :

Den eksperimentelle verdien ved denne temperaturen er litt mindre, 18676 Pa. Dette henger sammen med
at [ avtar med gkende T', som ogsa papekt i oppgave 1. Riktig svar: D



4) Ved stasjoneere forhold er varmestrgmmen j mellom skjoldene den samme overalt. Med Stefan-Boltzmanns
lov er netto varmestrgm pr flateenhet i

Lintervall : j = o(T}—1T%)

2.intervall :  j = o(Ty —T})

N.intervall : j = o(Ty —Ta_q)
siste intervall :  j = o(Th — Tx)

De mellomliggende ukjente temperaturer kan na elimineres ved & legge sammen disse N + 1 ligningene:
(N+1)j=0(Ty ~TL)=jo = =

der jg er varmestrgmmen uten skjold. Riktig svar: C.
Kommentar: Temperaturen pa skjoldene kan na bestemmes ved & addere de k fgrste intervallene. Dette gir
kj = o(T}t — T}, eller Tjf = T# + kj/o, som innsatt for j gir
4 4 4 1/4
ﬂzﬁb%ﬂ@—ﬂmN+% .
Med N = 20 skjold og Ty = 373 K og T}, = 273 K:
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5) Koeksistens mellom fast stoff og veeske ved 1, dvs smelting. Koeksistens mellom gass og vaeske ved 2, dvs
fordampning. Koeksistens mellom fast stoff og gass ved 3, dvs sublimasjon. Riktig svar: D

6) Partiklenes midlere kinetiske translasjonsenergi, (K) = m(v?)/2, er proporsjonal med systemets tempe-
ratur 7. En halvering av T betyr derfor en halvering av (v2), dvs vpms reduseres med faktoren 1/v/2 ~ 0.7,
en reduksjon pa ca 30 prosent. Riktig svar: C



7) Produktet pV er uendret hvis trykket dobles og volumet halveres. Da er ogsa temperaturen uendret, som
igjen betyr at vyys er uendret. Riktig svar: B

8) Det isoterme arbeidet Wy tilsvarer det ”dobbeltskraverte” arealet i figuren nedenfor, mens arbeidet Wy
utfert ved konstant trykk p; tilsvarer hele det skraverte arealet. Vi ser at Wy > Wy, og A er riktig svar.

plk

P

9) Tilforsel av varme ved konstant trykk betyr at gassen utfgrer et positivt arbeid pa omgivelsene (f.eks.
hele det skraverte arealet i forrige oppgave). Da blir gassens gkning i indre energi mindre enn tilfgrt varme.
Riktig svar: B

10) Siden temperaturen er proporsjonal med molekylenes midlere kinetiske energi, ma (K) veere den samme
for bade oksygen- og nitrogenmolekylene. Oksygen har stgrre molekylmasse (ca 32 u) enn nitrogen (ca 28
u), sa nitrogenmolekylene har i gjennomsnitt noe stgrre hastighet enn oksygenmolekylene. (Her er u lik en
atomeer masseenhet, ca 1.66 - 10727 kg.) Riktig svar: D

11) Grafen tilsier at smelting av stoffet tar 3/2 ”tidsenheter” mens fordampning tar 5/2 tidsenheter. Dermed
er Ly/Ly =3/5=0.60. Riktig svar: B

12) Dette er termodynamikkens 1. lov, eller 1. hovedsetning, som den ogsa kalles. Den uttrykker energibeva-
relse: Varme tilfgrt systemet, AQ), gar med til a gke systemets indre energi, AU, samt til det arbeidet som
systemet utfgrer pa omgivelsene, AW. Alle storrelser kan vaere positive eller negative. Indre energi U er en
tilstandsvariabel (evt tilstandsfunksjon), mens ) og W begge er prosessvariable. Riktig svar: D

13) Total varmemotstand til en slik seriekobling av 4 varmemotstander er (fra innerst til ytterst, og i enheten
K/W):
R=1/7.540.024/0.12 + 0.050/0.035 + 1/25 ~ 1.8 K/W.

Riktig svar: A

14) Vi har her en temperaturforskjell pa 40 grader fra innerst til ytterst. Dermed er
P=AT/R =140/1.802 ~22.2 W.
Riktig svar: D

15) Hyttegulvets U-verdi er U = 1/R ~ 0.55 W /K. Riktig svar: B



16) Varmemotstanden fra innerst til grenseflaten mellom sponplate og isoporplate er R, = 1/7.5+0.024/0.12 =
1/3 K/W. Temperaturforskjellen mellom innelufta og denne grenseflaten er da PR, = 22.2-1/3 ~ 7.4 K,
slik at grenseflaten har temperaturen 20 — 7.4 = 12.6°C. Riktig svar: A

17) Det er 24 - 365 = 8760 timer i et ar. Midlere effekt levert av fjernvarmeanlegget er dermed P =
600 - 109/8760 ~ 68.5 MW. Riktig svar: C

18) Vannmasse gjennom anlegget pr tidsenhet:

dQ/dt P

/ dQ/dM — cdT
685109
© 4184-80
= 205 kg/s

Som tilsvarer 205 L/s. Riktig svar: C

19) Maksimal stromningshastighet (faktor 2 pga 2 slgyfer):

ﬁ B dV/A B dV/2dt
2t 2dt 71'7“%
0.205/2

m-0.1252
~ 2m/s

Riktig svar: B
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Lgsningsforslag til gving 12.

1) Med isoterme forhold og ideell gass blir bulkmodulen

B =—V(9p/oV)r = —V(d(NkgT/V)/dV)r = NkgT)V,

slik at v = +/(NkgT/V)/(mN/V) = \/kgT/m. Riktig svar: B.

2) Med adiabatiske forhold og ideell gass er pV'7 konstant, dvs vi kan skrive p(V) = AV 7. Bulkmodulen
blir da
B=-V-A-(—y)V 7! =qp,

og siden p = NkgT/V, har vi v = \/vkpT/m. Riktig svar: A.

3) Molar masse 29 gram gir molekylmasse m = 0.029/6.022 - 10?3 kg = 4.82 - 10726 kg. Med T = 293 K gir
dette v = 290 m/s. Riktig svar: A.

4) Luft er nesten utelukkende en toatomig gass, slik at v ~ 1.4. Dette gir v = 343 m/s. Riktig svar: D.

5) I en ideell gass er det ingen vekselvirkning mellom molekylene, slik at indre energi U er lik molekylenes
kinetiske energi K. Toatomige molekyler har 5 kvadratiske ledd i energifunksjonen: K = (m/2)(v2 + ’UZ +
v2)+ (Io/2) (w2 +w?) (nar vi velger z-aksen langs molekylets akse; null treghetsmoment med hensyn pa rota-
sjon omkring molekylets akse for linezere molekyler; intet bidrag fra kinetisk vibrasjonsenergi, da tilgjengelig
termisk energi ved normale temperaturer er for liten til & eksitere vibrasjonsbevegelse i toatomige molekyler
(utover laveste vibrasjonsenergitilstand, den sakalte grunntilstanden)). Ekvipartisjonsprinsippet sier at hvert
kvadratiske ledd i energifunksjonen gir et bidrag kg7'/2 til indre energi U pr molekyl nar systemets tempe-
ratur er 7. Dermed er U(T') = 5NkgT'/2 for en ideell toatomig gass. Da er Cy = (dQ/dT)y = (dU/dT)y
(siden dWO0pdV = 0 nar eksperimentet foretas ved konstant volum), dvs Cy = 5Nkp/2. Hvis eksperimentet
foretas ved konstant trykk, er C, = (dQ/dT), = (dU/dT), +p(dV/dT'), = 5Nkg/2+p- Nkg/p = TNkp/2.
Riktig svar: C.

6) Arbeid utfort pr syklus er gitt ved arealet som omsluttes av kurven p(V'). Her blir da W = (5py — po)
(4Vh — Vo) = 12po V. Riktig svar: C.

7) La oss nummerere de fire hjgrnene av den rektanguleere p(V)-kurven fra 1 til 4, med klokka, og med
tilstand 1 oppe til venstre, dvs p; = bpg og Vi = Vj Ideell gass tilstandsligning gir da

Ty = p1Vi/Nkp = 5poVo/Nkp, To = paVo/Nkp = 20poVo/Nkp, T3 = p3Vz/Nkp = 4poVo/Nkp, og
Ty = p4sVy/Nkp = poVo/Nkp. I stigende rekkefplge, og i enheten poVy/Nkp blir dette Ty = 1, T3 = 4,
Ty = 5 og T5 = 20. Riktig svar: D.

8) Varme som overfgres fra omgivelsene til gassen er C,AT for de to isobare delprosessene (12 og 34), og
Cy AT for de to isokore delprosessene (23 og 41). Siden temperaturen i gassen avtar fra tilstand 2 til tilstand
3, og fra tilstand 3 til tilstand 4, er dette delprosesser der varme avgis fra gassen til omgivelsene. Dette er
ikke varme som vi ma betale for, og skal dermed ikke regnes med nar virkningsgraden skal beregnes. I den
isobare utvidelsen fra 1 til 2 og i den isobare trykkgkningen fra 4 til 1, derimot, gker temperaturen i gassen.
Dette gir positiv varmeoverfgring fra omgivelsene til gassen, slik at ()12 og Q41 skal regnes med ved beregning
av 1. Her blir Q12 = (7N]{33/2) . (T2 - Tl) = 105})0%/2 og Q41 = (5N]{33/2) . (Tl - T4) = 10]90‘/0. I alt blir
Qinn = 125pgVj/2, slik at virkningsgraden er

n=W/Qim = 12/(125/2) = 24/125 ~ 0.19.

Riktig svar: A.
Kommentar: En Carnot-prosess med isotermer ved hgyeste (T5) og laveste (7)) temperatur i den aktuelle



prosessen ville hatt virkningsgrad nc = 1 — Ty/T> = 1 — 1/20 = 0.95. Dette er en gvre teoretisk grense, og
vi ser at var kretsprosess har virkningsgrad (0.19) betydelig mindre enn dette.

9) Isobar utvidelse fra a til b betyr at T, < Tj. Isoterm utvidelse fra b til ¢ betyr at T, = T.. Adiabatisk
kompresjon fra d til a betyr at Ty < T, (siden en adiabat er brattere enn en isoterm i et pV-diagram).
Dermed er T; < T, < Ty = T.. Riktig svar: B.

10) Isobar kompresjon fra a til b betyr at T, > Tj,. Isoterm utvidelse fra b til ¢ betyr at T, = T.. Adiabatisk
kompresjon fra d til a betyr at Ty < T, (siden en adiabat er brattere enn en isoterm i et pV-diagram).
Dermed er T, = T, < T; < T,. Riktig svar: D.

11) En Carnot-varmepumpe har effektfaktor

) = 1Q2/W|=1Q2/(Q2+ Q1) = [1/(1 + Q1/Q2)| = [1/(1 = T\ /Tz)| = To /(T — T1).

Her er T temperaturen til det varme reservoaret, dvs inne i stua, og 17 er temperaturen til det kalde reser-
voaret, dvs ute. Din venn hevder at han oppnar Q2 = 10 kW med W = 1 kW nar 17 = 253 K. Dette hgres
veldig mye ut: Hvis vi gar ut fra at din venn i hvert fall har 15 varmegrader inne i stua, dvs minst 75 = 288
K, vil en Carnot-varmepumpe ikke kunne levere mer enn Q2 = W - Ty /(T — T1) = 1 - 288/35 = 8.2 kW.
Mer enn dette vil det ikke veere mulig a fa ut av en reell varmepumpe, og i praksis vil nok effektfaktoren
veere en god del mindre enn som sa. Men du kan trygt gratulere din venn med en god investering — en god
varmepumpe kan gi god fyringsgkonomi i dag. Du kan tillate deg alternativ C, eventuelt alternativ B, hvis
du ikke er av den snakkesalige typen. Men A og D vil ikke se bra ut.

12) En Carnot-kjplemaskin har effektfaktor

e =1Q1/W|=1Q1/(Q1+ Q2)| = [1/(1 + Q2/Q1)| = [1/(1 = To/Tv)| = Ty /(T> — Th).
Dermed: W = @y - (T> — T1)/T1 = 500 - 33/255 = 65 W. Riktig svar: B.



TFY4106 Fysikk. Institutt for fysikk, NTNU.
Lgsningsforslag til gving 13.

1) Tilfort varme: Q2 = 8 kJ pr syklus. Netto utfert arbeid: W = 2 kJ pr syklus. Virkningsgrad: n = W/Q2 =
2/8 = 0.25. Riktig svar: B.

2) Avgitt varme pr syklus: |Q1] = |W — Q2| = |2 — 8| = 6 kJ. Riktig svar: C.
3) Forbrent mengde bensin pr syklus: 8kJ/46kJ/g = 0.17 g. Riktig svar: A.
4) Motorens effekt (med ¢ = perioden): P = W/t = 2kJ/(1/120) s = 240kJ/s = 240 kW. Riktig svar: C.

5) For adiabatiske prosesser er TV7~! = konstant. Dermed: Ty = T - (V1 /V2)'™! = 295K - 894 = 678 K =
405°C. Riktig svar: C.

6) For adiabatiske prosesser er pV7 = konstant. Dermed: pa = py - (V1 /V2)? = 85kPa-84 ~ 1560 kPa = 1.56
MPa. Riktig svar: C.

7) I forelesningene utledet vi virkningsgraden for en reversibel Otto-syklus:
n=|W/Qim|=...=1— (Vi /Vo)77 =1 -804 =0.56.
Riktig svar: C.

8) Carnot-prosessen bestar av to isotermer (konstant 7') og to adiabater (konstant S). I et ST-diagram blir
derfor Carnot-prosessen et rektangel. Riktig svar: B. (Strengt tatt er vel et rektangel et spesialtilfelle av
bade rombe, parallellogram og trapes, slik at alle fire alternativ kan hevdes a veere riktige.)

9) I en adiabatisk, reversibel prosess er dS = dQ/T = 0 langs hele prosessen, dvs AS = Sp — S4 = 0.
Entropien S er en tilstandsfunksjon. Da spiller det ingen rolle hvordan vi bringer systemet fra tilstand A til
tilstand B, endringen AS er den samme uansett. Riktig svar: A.

10) Smelting av isen skjer ved den konstante temperaturen Ty = 273 K, og systemet tilfores varme (den
sakalt latente varmen, eller rett og slett smeltevarmen Lg). Da gker entropien i 1 kg is/vann, med mengden
AS = Ls/Ts = 335 kJ/273 K = 1.23 kJ/K. Riktig svar: A.

11) Ved kondensasjon avgir vannet varme til omgivelsene, ved konstant temperatur 7y = 373 K (f for
fordampning, siden vi vel har benyttet indeksen k for koking). Da avtar entropien i 1 kg vanndamp/vann,
med mengden AS = —L; /Ty = —2272 kJ /373 K = -6.09 kJ/K. Riktig svar: B.

12) Hvis jorda er i termisk likevekt, mottas like mye varme @ via stralingen fra sola som jorda selv straler
ut. Da mottar jorda entropien Sin, = Q/Tso1, 0g avgir entropien Sy = Q/Tjora- Forholdet mellom avgitt
og mottatt entropi er Sui/Sinn = Tsol/Tjora = 5800/290 = 20. Med andre ord, jordas samlede entropi avtar
(betraktelig) som folge av varmestralingen inn og ut. Riktig svar: C. I tillegg til dette kommer all verdens
irreversible prosesser pa jorda, og disse medfgrer alle en netto entropigkning. Det totale entropiregnskapet
for jorda er det dermed ikke s lett & si noe sikkert om. Til tross for termodynamikkens 2. lov er det ikke
sikkert at vi gar mot en tilstand med stadig stgrre entropi, og dermed stadig stgrre grad av uorden og kaos.
Jorda er ikke et termisk isolert system.



13) Den varmen som den varmeste klossen avgir absorberes i sin helhet av den kaldeste klossen. Siden de to
klossene har like stor varmekapasitet C, ma det bety at temperaturgkningen AT i den kalde klossen er like
stor som temperaturreduksjonen i den varme klossen. Felles slutt-temperatur blir dermed Ty = (T + 75)/2.
Riktig svar: B.

14) Fra den termodynamiske identitet (1. hovedsetning) har vi generelt dS = dU/T + (p/T)dV. Her er
dV =0, og med dU = CydT og Cy = Cp, = C er dS = CdT'/T for en "tenkt” reversibel varmeutjevning,
for hver av de to klossene. Total entropiendring blir:

f
AS = Sf—sl-:/ (dSy + dSy)

(T1+T12)/2 gT (Ti+T12)/2 T
T1 T T2 T
T+ 1> "h+7
1
2T1 + Cln 2T2
(Tl + T2)2
4T T

_ (Ty — T»)?
= (Cln (1 + T

= (Cln

= (Cln

Her skrev vi om argumentet til logaritmefunksjonen for a se klart at den totale entropien gker. (In(1+x) > 0
nar x > 0.) Riktig svar: D.

15) Reversibel utvidelse ved konstant trykk p inneberer tilfgrsel av varme, og d@Q = CpdT, med C, =
TNkp/2 for ideell toatomig gass. Dermed er dS = dQ/T = C,dT /T, og AS = S§ — S; = C, In(Ty/T;).
Her angir f slutt-tilstanden og ¢ angir start-tilstanden (som i forrige oppgave). Hvis trykket er konstant og
volumet dobles, dobles ogsa temperaturen: Ty = 27;. Entropiendringen pr molekyl er dermed As = AS/N =
(7/2)kp In2 ~ 2.43kp. Riktig svar: D.



