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LOSNING @VING ?? (nr 3 i F4250)

Lgsning oppgave ?? — 1 Elektron i §-brgnn

a. ®Siden integralet [d(x)dr =1 er dimensjonslgst, folger det at ogsa integranden ma
vaere det, dvs

[0(2)] - [dx] =1, slik at  [0(x)] = [dlx] = [xl] =m "
(Mer generelt er [6(a)] = 1/[a].)
& Med dimensjonen til § gitt ved
8] = [f o] = [ar] = Vim

ser vi videre at potensialet har den korrekte dimensjonen:
V(z)]=[8] [0(x)] =eVm -m™ ' =eV, qe.d.
Dette viser at uttrykket vart for 8 har korrekt dimensjon.

b. ®&For x #0 er den tidsuavhengige Schrodingerligningen for det aktuelle potensialet

2m.F
'QZ)” — hz

2me
h2

1 1 h’k?
K= ﬁ\/Qme(—E) = %\/QmeEB, og E=- ST

For x >0 er den akseptable lgsningen Cexp(—rz). For z <0 har vi tilsvarende ¢ =
C’"exp(kx), der vi ma ha C’ = C for a fa en kontinuerlig ¢». Vi kan na sette

V' [Ylor = —k 0g V' /Ylo- =k
inn i diskontinuitetsbetingelsen, som gir
_ 2m.B  2f

[V(x) - El¢ = — Y=k (E<0),

med

KoK= =2 dvs k= —f/am.
Dette gir en bindingsenergi (for den eneste bundne tilstanden i d-brgnnen) pa
h2K? h?
Ep=-E="=f_ " _—f.136cV.
2m, 2meag

&I denne tilstanden er alle x # 0 klassisk forbudte posisjoner. Sannsynligheten for a
finne elektronet i et klassisk forbudt omrade er derfor lik 1.

Lgsning oppgave ?? — 2 Spredning pa i-funksjonspotensialet

a. @&Fra diskusjonen av bglgepakker i forelesningene skjgnner vi at leddet 1, = exp(ikz)
(for z > 0) svarer til en transmittert bglge (og en transmittert strgmtetthet j; = |C|*hk/m).
Et ledd D exp(—ikx) for x > 0 ville svare til partikler som kommer inn fra hgyre, og det
skal vi jo ikke ha i denne spredningsprosessen. Det er altsa et randkrav at vi bare har en
transmittert bglge for = > 0.
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b. ®&Den transmitterte strgmtettheten er

« N dd

. hk
Jr = Re[);

. h .
— éR —tkx "7 k ikx -
ime dx ) ele M, ik e™] Me

Den innkommende er tilsvarende

1 .. & 1 . 1 hk
2:§R s _kai'k, ikx -
J e[t"‘6 z'meZ t° ] |t]2 me

Dermed blir sannsynligheten for transmisjon (transmisjonskoeffisienten) som for lik absolutt-
kvadratet av “transmisjonsamplituden” t:

=" =2

)

c. @MMed ¢ lik e 4+ be~** for x <0 oglik e for x>0 gir kontinuiteten i origo
betingelsen
Ut +b=1, dvs b=1—1/t.

Dette kan vi bruke til a eliminere b fra diskontinuitetsbetingelsen for v/, som er

_2

Qo

W(0F) — ' (07) = ik — ik(1/t — ) = 2;’”;5 1

Resultatet er

1
-—=14— e.d.
t +k’CLO’ 4-€

A Sannsynligheten for transmisjon er altsa

1 1
1+ f2- 1, 1+ E/E’

2Mee Eag

T — |1§|2 —

der Eg = f?h*/(2m.a?) er bindingsenergien funnet i forrige oppgave (for negativ f).
A(i) For E<< Ep serviat T~ E/Eg<<1 (ogR=1-T~=1). (ii) For E = FEp
ser viat T'=1/2. (iii) For E>>Fp serviat Tx=1 (ogR=1-T << 1).

R=4-T

=i
N .

A AR

Diagrammet viser at endringen fra 7 << 1 til T ~ 1 skjer grovt sett for 0.1 Eg ~ E ~ 10 Ep.
Derfor kan vi si at bindingsenergien Ep “setter skalaen” nar vi skal diskutere energiavhengigheten
til transmisjonskoeffisienten T og refleksjonskoeffisienten R =1 —T.
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d. &Forutsatt at Sm(k) >0 wvil

lim e** =0, og lim e % =0,

T—00 T——00

mens | exp(ikz)| gar mot uendelig i grensen x — —oo. For a unnga det siste problemet ma
vi derfor i tillegg kreve at t er uendelig. Det siste er oppfylt for

k=—if/ay =ik (med k= —f/ap).

For at begge disse kravene skal veere oppfylt, ma vi ha f < 0. Da sitter vi med en
bolgefunksjon pa formen

b= ethr — g=ra for >0
T ) betr =T for oz < 0.

Energien til denne tilstanden kommer ut som

h2k2 h? 2 h2
E=""=""__p >
2m. 2m. 2meaj

Dette er ngyaktig samme resultateter som vi fant i forrige oppgave.

Moralen er at nar vi gjennomfgrer spredningsberegningen, sa far vi med pa kjgpet at
“transmisjonsamplituden” t (for f < 0, dvs med en é-brgnn) har en pol pa den positive
imagineere “k-aksen”, dvs for £ = ik. Med denne imaginere k-verdien far vi altsa med
pa kjopet den ene bundne tilstanden for dette systemet. Merk at for f >0 (J-barriere)
havner polen i t pa den negative imagineere k-aksen, og da har vi ingen bunden tilstand.

Lgsning oppgave 7?7 — 3 To é-funksjoner

a. O] grensen a — 0 finner vi at

1:<1+Jcl><1+ﬁ>_ fifa :1+f1+f2‘

Kao Kao (Kap)? Kao

Denne er lik null for

fi+ fo

Qo )

Dersom f; + fo er negativ, slik at x blir positiv, har vi altsa én bunden tilstand. Dette
stemmer opplagt med oppgave 2.d. For a — 0 flyter jo de to deltafunksjonene sammen til
én, med samlet “styrke” f; + f.

b. @&Dersom a er si stor at e 2 kan settes lik null, blir betingelsen for & fa bundne

tilstander )
LS (1—“) (1—”) —0.
t Kag Kag

Denne har de to lgsningene
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som ganske riktig er r-verdiene vi ville fa med hhvis én brgnn med “styrke” ¢g; 1 = = —a/2
eller én med styrke go i = a/2.
AlForutsetningene for at dette skal veere en god tilnsermelse er at
Kia > 1, dvs a>>l:@, 1=1,2.
Ki Gi

Under denne forutsetningen far vi med god tilnszermelsee ”én-brgnn-lgsninger” ), og s
sentrert rundt hver sin deltabrgnn (viser det seg). Merk at disse kravene til a blir ”mildere”
dersom begge brgnnene er sterke. Moralen er at nar brgnnene ligger langt fra hverandre, sa
kan vi for hver av dem neglisjere den andre.

c. #Med fi=fo=—g og k=irk har vi fra formlene ovenfor at
1 2 2
Co1-S po S (1) (8 Y e
Kag Kayg t Kayg Kayg
#Betingelsene C' =+D gir
g g _ . g - .. g -
1_7:j:7 ra d :71 K4a _:71_ nfa.
= Lt dvs (1) K+ ao< +e ™) og (i) & ao( e ")

&1 omradet mellom brgnnene har egenfunksjonene formen
w — Ceikm 4 Defikx = Ce " 4 De "%,

Egenfunksjonen ¢, har derfor (med C' = D) positiv paritet, mens ¥_ (om den eksisterer)
har negativ paritet.

d. &Figuren viser venstresiden [V, = k| og hgyresiden [H; = (1+e7%*)g/ag] 1 betingelsen
for den symmetriske lgsningen, som funksjoner av k, for tre verdier av a: en liten, en
mellomstor og en stor.

2. (14
29/e, ™ e __
] a mall
i niormedialb
%a‘___ | a ¢ (/.
i
L ! Ry
X
gha

Fra denne skissen skjonner vi at lgsningen k£, nsermer seg g/ag nar a — 0o. [k = g/ag er
resultatet for en enkeltbrgnn med styrke g.] Vi ser ogsa at x, gar mot 2g/ag nar a — 0,
som jo svarer til en enkeltbrgnn med styrke 2g. Vi far altsa én symmetrisk bunden tilstand
Yy foralle 0 <a<oo og g>0.

A Skissen viser viser hvordan den symmetriske lgsningen ser ut, i prinsippet:

%
¥, x 4 ~¥, X
6’/‘7*\ e
| 7+ %2 | - x

—él/ﬁ o 25
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e. ®&Figuren viser venstresiden [V_ = k| og hgyresiden [H_ = (1 — e "")g/ap] i betingelsen
for “minuus-tilfellet” (som eventuelt skal gi en antisymmetrisk lgsning), som funksjoner av
k, for tre verdier av a: en liten, en mellomstor og en stor.

X
%, £ i
@ in{ermtcgtla’:é
(1- &™)
a Amall
=Y

Ale" ?/ép

Afra denne skissen skjgnner vi at nar a blir veldig stor, sa finner vi en lgsning x_ like opp-
under enkeltbrgnn-resultatet g/ag og dermed en bunden antisymmetrisk energiegenfunksjon
w_. Nar vi lar @ minke, minker x_ og dermed bindingsenergien for denne lgsningen. Det
som ma til for at vi skal fa en lgsning x_ > 0 er apenbart at den deriverte av hgyresiden er
stgrre enn den deriverte av venstresiden i origo, altsa at

ag/ag > 1, dvs a > @, q.e.d.
g

APrinsippskissen av den antisymmetriske lgsningen er som fglger:

! % Ql/z B X

7= (KX

f. &Igrensetilfelleter k- =0 og E_ =0, slikat_ blir lineser og konstant for |z| > a/2
og lineaer for |z| < a/2, med ett nullpunkt.

-1
Denne tilstanden er ikke bunden. Fra figuren ser vi at
i 2
E a/2- — 5
Diskontinuitetsbetingelsen i = = a/2 gir da
0—2/a=—-2g/ap, dvs a= %o
g

For at vi skal fa en bunden tilstand ¢ _ ma a veere stgrre enn ag/g.



