a. @En delta-brgnn er grensen av en veldig dyp og veldig trang brgnn. Inne i en slik brgnn
blir £ — V sveert stor, slik at den relative krumningen " /¢ = 2m,/h*[V — E] blir sveert
stor og negativ. ¢ krummer da sveert raskt mot aksen. I grensen far den en knekk, mot
aksen. Ved en delta-barriere er det motsatt. Her “knekker” energiegenfunksjonen v utover
fra aksen.
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A En bunden tilstand i dette potensialet ma ha negativ energi F. Den relative krumningen
" i = 2m. /RP[V () — E] = 2m,/h*[V (2) + |E|] blir da positiv for alle 2 # 0, b. Derfor

ma 1 krumme utover fra aksen unntatt i origo.

b. #Med FE =0 fglger det at ¢] ma veere lik null og ¢y lineser i alle omrader hvor
V(z) = 0, bl.a for x <0. Da en energiegenfunksjon ikke far lov a divergere, ma den da
veere konstant i dette omradet. Denne konstanten kan vi like godt sette lik 1, da denne
tilstanden uansett ikke er normerbar. (Av samme grunn ma den ogsa vaere konstant for
x> b.)

Alra den oppgitte diskontnuitetsbetingelsen folger det na at

2
Uo(07) =150 )—‘agﬁb(o)::“‘*-
Siden 1)y er lineger i omradet 0 < x < b, folger det at ¢p(x) =1 — 2gx/ag 1dette omradet.

c. #MFor 0<b<ay/2g=by ser viat ¢y(b) er positiv:

2gb b
h=1-L—_1-_" 0.
bolb) Qo bo
Siden 1)y skal veere lineser for = > b og ikke far lov a divergere, ma den veere konstant i
dette omradet:

2gb
o(z) = o(b) =1 — ai for x>b.
0
Diskontinuitetsbetingelsen i =z =06 gir da
29, _2f
0—(——=) = (b
( ao) a Yo(b)

Den f-verdien som skal til for a gi denne egenfunksjonen energien £ = 0 er altsa for en gitt
b-verdi

g g
P = 50® = T-2gb/a0
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#(i) [ grensen b— 0 ser viat fy(0) = g: De to delta-funksjonene opphever da hveran-
dre, og dette er akkurat det som skal til for a gi oss egenfunksjonen 1y =1, med energien
E=0.

(ii) For b=ag/4g er fo=2g, sa her ma barrierechgyden vaere dobbelt sa stor som
brgnndybden for at tilstanden v, skal fa null energi.

(iii) Nar b naermer seg grensen ag/2g (= by), ser vi at barrierehgyden fy tvinges til a
naerme seg uendelig for at 1)y skal ha energien £ = 0.

d. &For b=ag/4g far ¢y formen
%
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#La oss prove a finne en Igsning med formen ) = Ce" for x <0, og ngste videre
derfra. En eventuell bunden tilstand ma nemlig ha denne formen til venstre for origo. Her
trenger ikke x a veere stor, men den ma veere positiv. Siden ¢'(07) er positiv, folger det
fra diskontinuitetsbetingelsen i origo at ¢’ blir stgrre enn vy, til hgyre for origo. Og fordi
¥ 1 motsetning til ¥y ma krumme utover fra aksen for 0 < x <b, blir ¢/(b”) enda litt
stgrre enn ¥(b~). Fra diskontinuitetsbetingelsen i = =b folger det da at lgsningen ¢ far
en positiv derivert i x = b*. Til hgyre for dette punktet skal ¢ igjen krumme utover.

Denne lgsningen vil derfor ga mot uendelig, og er fglgelig ingen energiegenfunksjon. Egen-
funksjonen 1)y er derfor grunntilstanden, og siden denne er ubunden, har vi ingen bundne
tilstander for dette systemet.

e. ®#Da ¢ ma veere endelig pa begge sider av punktet x = b, folger det fra diskontinuitets-
betingelsen
_2f

W(bT) = (07) (D)
Qo
at 1 (b) ma ga mot null i grensen f — oo.
&l omradet 0 <z <b kan vi da skrive den generelle lgsningen som en linesgerkombi-
nasjon

w = Ae"* + Be % — A/eli((ﬂ—b) + B,G_H(x_b).
Betingelsen 1(b) = 0 gir da B’ = —A’| slik at bglgefunksjonen i dette omradet far formen

P = A'(e"@Y — ¢=r @0y — Csinh[k(z — b)], qe.d.



AFor x <0 ma vi ha ¢ = De", da e " divergerer.
& Diskontinuitetsbetingelsen i origo gir da

_29 W07 w(07)

w0 D) 5(0) = kcoth[k(=b)] — K,

eller

2
kb(coth(kb) + 1) = 290 (= 2)
Qo bo
#Venstresiden kan omformes til 2xb/(1 — e72%), slik at betingelsen som bestemmer
energien E = —h?k?/(2m,) kan skrives pa formen
1— —2Kb — Lﬁb
b/by’
= b
— ol
7-c
2x b
£/%0
> 2¥b

Figuren viser en prinsippskisse av venstre og hgyre side for b > by. Vi merker oss at den
deriverte av venstresiden i origo (med hensyn pa variabelen 2xb) er lik 1, mens den deriverte
av hgyresiden er by/b < 1. Derfor far vi et skjeeringspunkt for positiv x, og dermed en
bunden grunntilstand.

AFor b=2by=aqay/g skal vilgse ligningen

21 —e") =u, der =z = 2kb.
Noen forsgk med kalkulatoren gir x = 2kb ~ 1.5936. Innsetting gir da

I h2/<52_ o o a2?
= o T g

——
2meag

Forholdet mellom denne energien og den vi har for f = 0 er altsa z?/4 =~ 0.635. Lgsningen
ser slik ut:

b= “‘/? ; 2nb=15934

C sin De(x-2)]

(]

05 1L
X/ b

1.5

Merk at vi far samme lgsning med en hard vegg i x = b.



a. Ved a ta “forholdet” mellom ligningene V(r) = 427rZ6§2T og E=V(r)= 4350672"2 finner
vi at

V(r)=F E, q.e.d.
r

Som en sjekk kan en merke seg at V(ry) er lik E. Merk ogsa at “toppen” av barrieren er
Vinax = Ere/r1. Ved a sette inn i den oppgitte formelen er det lett a se at

lnT_——\/ Er2/ ,/——1dx
1/r2

Ved & innfgre som ny integrasjonsvariabel = = cos?y er det videre noksa enkelt & vise at
integralet er

I = arccos\/rl/rg—\/7“1/7“2(1—7“1/7"2) fw—arcsm\/rl/rg 1——)

%7? — 2y/r1 /7.

Q

b. Med denne tilnsermelsen for integralet finner vi at

.2

InT —7 2mE -ry - 1
2 27e? ridmeg B
~ ——V2mkE - ir -9y ———
nY dreg B (271 27¢? )

e’ A ez |me?
= —2|—V2mc? —4 \/rZ
[471’60hc me VE dreghe N he "
Z
= 2|Ki—— Ky/Zr|,
[1¢E ? 4

med

2

Ki = 71— \2me = 1.979(MeV)'/2,

4dreghce
K. P N LGRS TE d
= — =1. m e.d.
2 Areghc\ he 4

Her har vi brukt at hic = 1.9735 x 10® eV fm og at hvilemasse-energien for a-partikkelen er
mc? = 3727.38 MeV.

c. For T'<'1 har vi med veldig god tilneéermelse
e '=1-T+i1"+. . ~1-T.

Derfor kan sannsynligheten for at a-partikkelen befinner seg i kjernen ved tiden ¢ skrives pa

formen ;
Pty=(1-T)"" =" =¢" med 7= %



Denne er som vi ser redusert med en faktor 1/e ved tiden t =7, sa levetiden er

t
T=—.

T

(Her ser vi at jo mindre transmisjonskoeffisienten T' er, desto stgrre blir ganske riktig 7.)

d. Siden dette uansett er en veldig roff modell, kan vi som nevnt ganske enkelt sette
t1 = 2ry/v, hvor vi bruker v = /2E/m. Hvis jeg da har regnet rett, kommer kjerneradien
ut som 71 = 6.379 fm for polonium og r; = 6.575 fm for thorium. Tiden t; = 2r;/v =

\/mc?/2E - 2ry /¢ kommer dermed ut som

ti = 6.16 x 107* s for polonium, og som
t; = 9.35 x 107225 for thorium.

Med “opphavs’-kjernen %42Po er datteren %5 Pb, og vi finner med Z = 82

~ 82
InTp, = —2 [1.9793 755~ 1.485v/82 - 6.379] =—-4094, = Tp, =1.66 x 107,

Datteren til %2 Th er 22Ra og vi finner

o 88
In Ty, = —2 [1.9793 T 1.485v/88 - 6.575] =—-100.6, = T, =2.04x 107",

Denne enkle modellen gir da levetidene

t
% =37x10"*s for %;Po og
1

t
T = =46 % 102s =14 x 10"y for %>Th.

Tpo =

Forholdet mellom disse levetidene er

TTh ~1.24 x 10%.

TPo
De tilsvarende eksperimentelle resultatene for halveringstidene og forholdet mellom dem er

TTh 147 x 10%.

7/2(5Po) =3x107"s,  7ip(ggTh) = 14x 10"y = 4.42x10"s,  —

Po
Det som er imponerende her er at vi finner omtrent det rette forholdet. Derfor ligger fork-
laringen pa de voldsomme variasjonene i levetid opplagt i tunneleffekten. At selve levetidene
(de beregnede) ligger et godt stykke unna de eksperimentelle skyldes de forenklingene som vi
har gjort med denne enkle modellen. Ved siden av de matematiske approksimasjonene har
vi brukt en fysisk modell som er for enkel. For eksempel ville det nok veere mer realistisk a
operere med en storre verdi r; for den indre venderadien. Dessuten har ogsa a-partikkelen
en endelig radius, slik at den sterke kjernekraften antakelig griper tak ved en senteravstand
pa rundt 9 fm, istedenfor 6.5 fm, som vi har regnet med ovenfor. Dette ville svare til en
kortere barriere og dermed kortere levetider. Men denne og andre korreksjoner betyr mer for
selve levetidene enn for forholdene mellom dem, seerlig hvis en betrakter isotoper av samme
grunnstoff. (Se avsnitt 8.2 i Griffiths.)



