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LOSNING OVING 1

Lgsning oppgave 1

a.

:,?x

Vi merker oss at sannsynlighetstettheten, |¥(x,t)> = A%e~2#l er symmetrisk med hensyn
pa origo. For normeringsintegralet finner vi da

0 00 2
1= AQ/ e 2\l gy — 2A2/ ey = %
—00 0 2)\

Vima altsa ha A =+v/A. [Merk: Dersom du gnsker & regne ut den delen av integralet som
gar fra = —oo til = 0 sa ma du passe pa a sette |r| = —x i denne delen.]

b. Pga den nevnte symmetrien er forventningsverdien for posisjonen z gitt ved (x) = 0.
Forventningsverdien av x? finner vi slik:

2 1
(20)3  2)2°

<:):2> = /OO 22| (z, 1) P de = 2A* /oo e P dy = 2\
— 00 0

c. Standardavviket (her kalt usikkerheten) blir da

1
= 7)\\/5.

Sannsynligheten for a finne partikkelen utenfor intervallet ({(z) — Az, (x) + Ax) er

Az =1/(a?) — (2)®

Papsas = 2/00 |U|?dx = 2\ - ey = eV = (.243.
Az Ax
Bolgefunksjonen W(x,t) i denne oppgaven er faktisk en lgsning av Schrodingerligningen,
W9y = (—% 83—;2 + V(z))¥, for et merkelig potensial V(x). Men det skal vi (eventuelt)
komme tilbake til. [Nar ¢ har en “knekk”, far den deriverte et sprang og den andrederiverte
vil da ga som en deltafunksjon; jf Appendix B i Hemmer. Det aktuelle potensialet ma altsa

inneholde en deltafunksjon.]

IDette er et poeng som du i Espen Askeladds and bgr ta med deg i “sekken”, og bruke neste gang du
kommer ut for en sannsynlighetsfordeling som er symmetrisk med hensyn pa et gitt punkt.
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Etter litt trening er det en fordel om en kan utvikle et visst “snekker-skjonn” nar det gjelder
a ansla bade forventningsverdier og usikkerheter.

Lgsning oppgave 2 Fotoner mot et vindu

Fiter: @— ——oniXZhome- —AA_’_[W —_—

Her bgr vi hente inspirasjon fra dobbeltspalt-forsgket: For det forste gir Maxwells ligninger
et bglgemgnster og en intensitetsfordeling som brer seg over et stort vinkelomrade bak de
to spaltene. For det andre: Om vi sender bare ett foton mot spaltene, sa blir ikke dette
smurt utover skjermen i henhold til intensitetsfordelingen, men tvert imot observert i et
punkt. Konklusjonen var at intensitetsfordelingen som fglger fra Maxwell ma oppfattes som
en sannsynlighetsfordeling.

Tilsvarende blir fotonet som sendes mot vinduet ikke delt i to (slik bplgegruppen blir); det
blir enten reflektert eller transmittert. Teorien kan ikke forutsi hvilket av disse utfallene vi
far. Det teorien kan forutsi, er at sannsynligheten for refleksjon er 4%, mens sannsynligheten
for transmisjon er 96 %. Dette kan etterprgves eksperimentelt ved a sende et stort antall
fotoner mot vinduet (eller som vi sier, ved a bruke et ensemble av fotoner).

Lgsning oppgave 3 Grunntilstand og 1. eksiterte tilstand for harmonisk oscilla-

tor

a. Siden ¥y(x) avhenger bare av x, kan vi erstatte 0/0z med d/dx. Vi regner forst ut

Do e Py
E = C()e ( 261’) 0og a2 =

Ved innsetting finner vi da at

Co e 77 (43%2% — 28).

_ B2
Hyy = —%7?(/)/4‘(%7"“’2952)?%
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2

m

= Cpe P [ (48%2* — 28) + émw%z]

= [x2(%mw2 — 2h*8%/m) + (525/7")} Yo.

Det er to kriterier som ma veere oppfylt for at 1y skal veere en egenfunksjon til H (i matem-
atisk forstand):

(i) Parentesen [ | pa hgyresiden ma veere en konstant, og

(ii) Lesningen ¢y ma ikke divergere, mer presist vil dette si at det ma ga an a normere
den.
Fra (i) folger det at 5 ma oppfylle betingelsen

2 2
5  Mfw mw
= P 2h

Her ser vi at [ = —mw/2h gir en funksjon 1y som gar mot uendelig nar |z| — co. Fra

(ii) folger det altsa at bare [ = +mw/2h gir en akseptabel lgsning, dvs en egenfunksjon.
For denne verdien av § har vi

ﬁ¢0 = m — o = %hw o = Eotho.

Konklusjonen er at t(z) = Coe™™**/2" er en egenfunksjon til Hamilton-operatoren H for
den harmoniske oscillatoren, med egenverdien

E(] = 1hw.

-2
Siden Hamilton-operatoren H er energioperatoren for denne harmoniske oscillatoren, kaller vi
egenfunksjonen en energiegenfunksjon, og egenverdien en energiegenverdi. [Denne lgsningen

svarer i virkeligheten til (beskriver) grunntilstanden for den harmoniske oscillatoren, som er
tilstanden med lavest mulig energi.|

b. Egenverdiligningen bestemmer ikke konstanten Cy. Absoluttverdien av Cy fastlegges av
normeringsbetingelsen, som gir

) 00 9 C 2 oo 9
L= [T o) = G [T e e = S0 [ ety =0 f2),

hvor (Gauss-)integralet (som kjent?) er \/7. ? Vi har altsa

2 1/2
Cof = 22 = (22)7
T mh

2Gauss-integralet ovenfor er av typen

o0 2 1 o0 2 T
= —ar = —_— i = —_
Io(a)_[me dx ﬁ[me dy 1/@.

Merk at vi fra dette kan beregne en hel klasse av Gauss-integraler vha et knep som kalles parametrisk
derivasjon (se ogsa Appendix B i boka):

> 2 —ax? d
I(a) = x’e dx = —d—IO(a) =

oo «

o0 2 d d\"
I (a) E/ 2?"eT O dy = —%bn&(a) = (_da) In(a).

— 00
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Ved a velge fasen til Cy slik at Cy blir reell og positiv, ender vi da opp med egenfunksjonen

Yo(z) = <7rh> e~ /2h,
NB!'I normeringsintegralet er det sannsynlighetstettheten (absoluttkvadratet av bglgefunksjonen)
som skal integreres. Integralet over v sjgl har ingen fysisk relevans.

De klassiske vendepunktene er de punktene hvor V' = E (slik at den kinetiske energien
og dermed hastigheten er lik null). Med FE = E; = %hw skjer dette nar

Imw?2s® = Thw, dvsfor o = +£\/h/mw = £b,.

2 -2
\/=%/ma)2x2 1
K / e
l |
| | .
+ 0 X

Avstanden by = /h/mw er en naturlig lengdeskala nar vi skal behandle den harmoniske
oscillatoren kvantemekanisk. Legg merke til den maten massen m inngar pa. Vi merker oss
at

o) /10(0)[* = e~ (/20"

Figuren nedenfor viser hvordan denne (Gauss-fordelte) relative sannsynligheten varierer sfa
x/by. Sannsynligheten for a finne partikkelen i det klassisk forbudte omradet (hvor V (z) > E,
dvs K(z) = E —V(z) < 0) er gitt ved forholdet mellom det skraverte arealet og arealet
under hele kurven, og kan vel anslas til rundt 20%. [En numerisk beregning vha Maple ga
15.73%.]

}%wgz
%@r 4

7

V
=, (2l
-2 -4 0 4 2
‘\———'w——J
Lillet] somride Flassish
c. Med
2
(Zil — Cre P (=282 + 1) og Cizj;l = Cie™ ™ (—6Bx + 48%%)
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finner vi fra egenverdiligningen (H — E)¢y =0
0=e P {xg(%mw2 — 20%3%/m) + x(3BR° /m — E)} :
Pa samme mate som i pkt. a gir dette
B=mw/2h og E=3hw.

Den resulterende egenfunksjonen, ¢ (z) = Cyz exp(—mwz?/2h), beskriver i realiteten forste
eksiterte tilstand for den harmoniske oscillatoren.

Merk at 1)y er antisymmetrisl/{\(med hensyn pa origo), mens v is symmetrisk. Senere skal
vi se at alle egenfunksjonene til H for den harmoniske oscillatoren er enten symmetriske eller
antisymmetriske. Det vil ogsa vise seg at dette er en ngdvendig konsekvens av symmetrien
til potensialet V' (x).

Lgsning oppgave 4 Grunntilstanden i H-atomet

a. Vi merker oss forst at ¢(r) ikke avhenger av vinklene 6 og ¢, bare av radien r. Med
o 1 0% 1
= Ce —r/ag | <_> = Ce —r/ag | —
or ag & G2 a?

finner vi da

2 2 2
remorr [ (- 2) 2] e

2m, \ a3  rag MeGo T 2me. a2

¥ er altsa en egenfunksjon til Hamilton-operatoren H (energioperatoren for hydrogenatomet)
med egenverdien

B2 B2 [ mee? \? 2 \’
E — —2m aI2 — —2m 1 h? = —%mec2 4 h = —%OZQ meCQ, qed
ea{ e €y TEQNC —_—

Den numeriske verdien av disse to praktiske uttrykkene for energiegenverdien er —13.6 eV,
som er identisk med den eksperimentelle energien til hydrogenatomet nar det er i grunntil-
standen.

b. Innsetting av W(r,t) = ¢ (r)e /" i Schrodingerligningen ih%—‘f = HU gir
—iE
ih - ;l w(r)e—zEt/h Hl/}( ) —iEt/h __ E@Z)( ) —zEt/h'

Da venstre side er lik hgyre side, ser vi at ¥(r,t) oppfyller Schrodingerligningen. Merk at
sannsynlighetstettheten

W (r, 1)[* = [e(e)[? [em M2 = [o(r)?

er tidsuavhengig. Dette er karakteristisk for alle sakalte stasjoneere Igsninger av Schroding-
erligningen (pa formen W(r,t) = ¢ (r)e /M),

c. Visjekker om C = (wad)~'/? gir korrekt normering:

1 o]
U(r,t)d®r = |Cf [ e /% @ e~/ gar2dy
~ rad o
4 2!
= L Z 1 qed

Tay (2/ag)?



