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LOSNING OVING 5

Lgsning oppgave 16 Krumning og stykkevis konstante potensialer

a. Iet omrade hvor V' er konstant (lik V;), og E'—Vj er positiv (slik at omradet er klassisk
tillatt), har vi

W= (Vi By = k%, k=/2m(E - Vi)/h2.

Denne har to uavhengige lgsninger, cos kx og sin kx [alternativt exp(%ikx)], og den generelle
lpsningen kan skrives pa formen

W(x) = Acoskx + Bsinkzx
— ,/A2+B2<

coskx +

A B )
Ny Vi ’“)

A
A'(cos a cos kx + sin asin kx), (A’ =VA2+ B2, cosa= ﬁ, osv.> ,

= A'cos(kxr — a),

dersom vi velger a arbeide med reelle koeffisienter. Som vi har sett for den endimensjonale
boksen, krummer den sinusformede lgsningen “raskere” jo stgrre bglgetallet k er, dvs jo
stgrre K = E — V; er. For den sinusformede lgsningen kan vi altsa bruke bglgetallet som
et mal for hvor “raskt” lgsningen krummer.

Kommentar: Ut fra dette kan vi ogsa danne oss et begrep om hvor raskt 1
krummer i klassisk tillatte omrader hvor V' (z) ikke er konstant, ved a skrive

Y = 3 V(@) - Bl = ~[*h(a) P4,

der

“k(z) = \2mE - V(@))/h%, (B> V()

ikke er et bglgetall i egentlig forstand, men likevel gir et begrep om hvor tett
nullpunktene ligger. Se f.eks 15 side 57 1 boka. Se ogsa figuren side 58 [som viser
kvadratet (19)? av den 20. eksiterte tilstanden for den harmoniske oscillatoren.

b. For et klassisk forbudt omrade hvor V(x) er konstant og stgrre enn E, kan vi skrive den
tidsuavhengige Schrodingerligningen pa formen

2m

V=T (VB =R, m=2am(V - B)/W.

RT

Denne har to uavhengige lgsninger, e** og e ** slik at den generelle lgsningen blir av

eksponensiell type,
Y(z) = Ce ™™ 4 De"™.

Denne krummer utover fra aksen, raskere jo stgrre x er, dvs jo stgrre V — E er, eller om vi
vil: jo mer “klassisk forbudt” dette omradet er.
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Siden potensialet er uendelig for x > x5, skal bglgefunksjonen veere lik null i dette
omradet. For a gi en kontinuerlig egenfunksjon ma da lgsningen for omradet x; <z < x5
oppfylle kravet

1/]('172) — C//e—/i(x—xz) + Dllen(z—xz) — C// + Dl/ —0.

T=x2

I dette omradet har vi da
P(x) = D"(eF@7m) — emr@=m)y — oD sinh[k(z — 25)], q.e.d.

Enda enklere er det a merke seg at lgsningen ma veere en lineserkombinasjon av de to
uavhengige lgsningene sinh[k(z — x3)] og cosh[k(z — x3)], hvorav den siste ma forkastes
pga kontinuitetskravet.

c. (i) Dersom energiegenverdien F ligger lavere enn potensialverdien Vs i omradet —oo < z < z3,
ma egenfunksjonen i dette omradet oppfylle

1
V"= —5 Vs — Elp = K31, med f3 = o 2m(Vs — E).

Den generelle lgsningen i dette omradet er da
= Ce™® + (e "%,

Her ma C” settes lik null, fordi en egenfunksjon ikke far lov a ga mot uendelig (divergere),
hvilket exp(—r3z) gjor i grensen z — —oo. Egenfunksjonen har altsa i dette tilfellet formen

Y= Ce™*  for x < xs.

Denne gar eksponensielt mot null ute til venstre, er folgelig kvadratisk integrerbar, og
beskriver dermed en lokalisert og bunden tilstand.

(ii) Er energiegenverdien stgrre enn Vs i det samme omradet, blir lgsningen for x < x5
med et tilsvarende resonnement

1
Y = Asinksxr + Beosksr, med k3 = ﬁ\/Qm(E —V3).

Normeringsintegralet
T2
| )P
vil da divergere, og egenfunksjonen er ikke-lokalisert og beskriver fglgelig en ubunden til-
stand.
(iii) Dersom det klaffer slik at energiegenverdien er akkurat lik V3, har viat ¢” =0 for
x < x3. Den generelle Igsningen av denne er

Y= Ax + B.

Her ma visette A =0 for ahindre at ¢ divergerer i grensen = — —oco. Fglgeliger v = B
hele veien for = < x3. Her kan vi som nevnt anta at B # 0. Denne energiegenfunksjonen
er fplgelig ikke kvadratisk integrerbar, og beskriver altsa en ubunden tilstand.
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d. Da F; <V, har den tidsuavhengige Schrodingerligningen i barriereomradet formen

2m 1
/1/ — ?[‘/0 — E1]¢1 = K%¢17 med K1 = ﬁ\/Qm(Vb — 067%)

Denne har de to uavhengige lgsningene exp(+x;x) (alternativt cosh(kz) og sinh(k1z)). En
symmetrisk kombinasjon av exp(kz) og exp)(—kiz) har formen

Yy = LC1(e"* + e77) = () cosh(kyz).

=3
e.
Vi)
V=0 N V=0

7

/ =

2‘\/0 ‘ V=02

} I
| ' X
U ’,

1y, forestiller en energiegenfunksjon. I barriere-omradet ser vi at den krummer mot aksen.
Energien F ma da veere hgyere enn barriere-hgyden Vj. Vi ser ogsa at krumningen er svak
i dette omradet (forholdsvis lite bglgetall). Derfor ma F — V; veere forholdsvis liten, dvs E
er bare litt hgyere enn V4. I de to brgnnene pa begge sider av barrieren er bglgetallet stgrre,
og krumningen tilsvarende raskere. Vi merker oss ellers at lgsningen er antisymmetrisk, med
ett nullpunkt. Fglgelig har vi a gjore med forste eksiterte tilstand. (Grunntilstanden er
symmetrisk, uten nullpunkter.)

Den andre funksjonen, 1,, krummer som vi ser utover fra aksen nzer de harde veggene,
som er klassisk tillatte omrader (hvor krumningen skal vaere mot aksen). Sa dette er ingen
energiegenfunksjon.

f.

AVAV/ANAY
e

Fra de oppgitte kurvene ser vi at A\, = L/2, mens A\, =2L/7. Bolgetallene er altsa

x/ L

2 Arw T
ko= % = 21 by =
U A
Fra sammenhengen E — Vy = h*k?/2m har vi da at
m2h? m2h?

E,—Vy - 16 og E,—Vy = -49.

T omi? 2m L2
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g. (i) I barriereomradet, hvor F, = V(z) = V;, skal %i) veere bade linezer og symmetrisk,
dvs lik en konstant C' (som vi godt kan sette lik 1, dersom vi ikke bryr oss om normeringen).
For 0 <z <a; skal bglgefunksjonen veere sinusformet, med et nullpunkt for =z =0 og
med en kontinuerlig derivert for x = a;. I dette omradet skal vi altsa ha en kvart periode
av sinusen, slik at vi ma ha ka; = 7/2, der k er bglgetallet.

% (Z)
' o, =L
1 Q@A I i 1=2
5’1,“ | 1
| |
| | il o X
0 a, a+b Da, b

Vi har altsa

1 1 hr
%71':]@'&1:(11 ﬁ\/QmElzalﬁ 2mVj - a; =

(ii) Her skal ¢§Zl) veere linezer for ay < x < 2a9, og denne rette linjen skal “tangere”
sinuskurven for x = a,.

%(z‘)
7
~ gy

~
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|
| .
0 . I } . ==p—p X
‘ 4 @ 22z
Da er det vel apenbart at sinusdelen av kurven utgjer noe mer enn en kvart periode, slik at
ao > aq.
[Vi kan bestemme ay ved a sette ¢ =sinkx for 0<x <as. I dette omradet er da

/Y1 = kcotkx. For ag <x <2as kan vi sette 11 = A(x — 2ay), og har da i dette
omradet at /Y1 = 1/(x — 2as). Kravet om kontinuitet av ¢ /1 gir da betingelsen

kcotkas = —1/ay, dvs kagcotkas =—1 (7/2 < kay < m).

Ved a prgve deg fram med kalkulatoren vil du finne at lgsningen av denne transcendente
ligningen er kas ~ 2.03, slik at as/a; =~ 2.03/(3m) ~ 1.29. |

Lgsning oppgave 17 Endimensjonal dobbelt-brgnn

a.
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Vi merker oss at bade 1y og 1o krummer bort fra aksen i barriere-omradet; bade E; og
E5 er da mindre enn barriere-hgyden V4. I de tillatte omradene ser vi at bade i og 1, er
sinusformede, med tilnsermet like bglgetall. Dette betyr at FE, ~ F;. Fordi bade 11 og 1
har sma verdier i barriere-omradet, bidrar dette omradet lite til begge normeringsintegralene.
I og med at de to funksjonene er henholdsvis symmetrisk og antisymmetrisk, ma de da
ha tilnsermet like stor sannsynlighetstetthet i de tillatte omradene. Herav skjonner vi at
() = 11 (z) 1heyre brenn, og y(x) &= —1h1(x) i venstre brenn.

I barrierecomradet i midten ma ; veere en symmetrisk lineserkombinasjon av €% og
e " der k) = \/Qm(VO — Ey)/h?, dvs den ma ga som A cosh[r,2]. Forste eksiterte tilstand
1y skal tilsvarende veere en antisymmetrisk lineserkombinasjon av e2* og e 2% der ky =

\/Qm(VO — E,)/h?, dvs den ma ga som B sinh[rox].

xT

b. For t=0 har vida

(i, 0) = jﬁwm T dha(a)]

1 venstre brgnn.

{ V291 (z) i hgyre brenn
0

N
1 > X

T T 1

—

Dette betyr selvsagt at sannsynligheten for a finne partikkelen i hgyre brgnn ved ¢t =0 er
tilnaermet lik 1.
For t=T/2=nh/(FEy— Ey) er

e—i(EQ—El)t/FL — e—iﬂ' — _17
slik at 1
Ue,T/2) = 5 e (@) — @),
der

1 _J0 1 hgyre brgnn
ﬁ[wl () = alw)] ~ { V2¢,(x) i venstre brgnn.

Her er partikkelen like sikkert havnet i venstre brgnn. Sannsynligheten oscillerer altsa fram
og tilbake mellom de to brgnnene, med perioden 7" = 27h/(Ey — E), analogt med den
oscillerende sannsynligheten vi sa i oppgave 13.

Det nye her er at partikkelen tydeligvis er i stand til a forsere den klassisk forbudte bar-
rieren. Dette er et eksempel pa den sakalte tunnel-effekten. Dette er en ren kvantemekanisk
effekt, for klassisk ville en partikkel veere dgmt til a oppholde seg i én av de klassisk tillatte
brgnnene.

Det kan vises at energidifferansen Fs — F; blir mindre jo hgyere vi gjgr barrieren. Tiden
T/2 = wh/(Es — Ey) som partikkelen “bruker pa a komme gjennom barrieren” vil altsa gke
jo hgyere Vj er.
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c. Begynnelsestilstanden i denne problemstillingen kan vi tenke oss er preparert ved at
partikkelen er plassert i hgyre brgnn ved ¢ = 0. Ser vi ngyere pa tidsforlgpet mellom f.eks
t=0 og t=1T/2, finner vi at bglgefunksjonen (og dermed sannsynligheten) “lekker”
langsomt over fra den ene brgnnen til den andre. Ved t=T/4 er f.eks sannsynligheten
likt fordelt mellom de to brgnnene, som forklart i oppgaveteksten. Dette betyr selvsagt
ikke at partikkelen “deler seg”. Gar vi inn og undersgker hvor partikelen er ved et gitt
tidspunkt ¢, vil vi finne at den er enten til hgyre eller til venstre. (I prinsippet er det til og
med en liten sannsynlighet for a finne den i det forbudte omradet.) Det kan kanskje veere
lurt a tenke pa at bglgefunksjonen beskriver oppfarselen til et ensemble av slike systemer.
Ved t=T/2 har alle partiklene flyttet seg til venstre brgnn. Ved ¢ =T/4 er omtrent
halvparten til hgyre og halvparten til venstre. Fglger vi ett enkelt medlem av ensemblet,
kan ikke kvantemekanikken forutsi nar partikkelen passerer barrieren. Et halvklassisk bilde
av denne prosessen er at hver partikkel fyker fram og tilbake mellom den harde veggen og
barrieren, med en impuls p = £hk. For hver gang den treffer barrieren er det en viss (liten)
sannsynlighet for at den passerer. Denne transmisjons-sannsynligheten er mindre jo hgyere
barrieren er.



