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TILLEGG 15

15 Halvklassisk stralingsteori

I en kvantemekanisk teori for straling vil en selvsagt helst gnske seg a behand-
le ikke bare partikler, men ogsa det elektromagnetiske feltet kvantemekanisk.
Kvantiseringen av det elektromagnetiske feltet, som trengs for a beskrive
fotoner og prosesser der disse emitteres eller absorberes, ma imidlertid vente
til et senere kurs. Her ma vi derfor noye oss med en sakalt halvklassisk
stralingsteori, der feltet behandles klassisk.

Vekselvirkningen mellom partiklene og stralingsfeltet svarer til visse vekselvirkn-
ingsledd i Hamilton-operatoren. Disse behandler vi som perturbasjoner, og vi
studerer virkningen av dem ved hjelp av tidsavhengig perturbasjonsteori.

Framstillingen i dette Tillegget er noksa lik den du finner i kapittel 12 i Hemmers
bok, men henvisninger gis ogsa til relevante avsnitt i B&J og i Griffiths.

15.1 Ladet partikkel i ytre felt

(H 12.1, B&J 11.1)

15.1.a Schrodingerligningen

Anta at Hamilton-operatoren for én enkelt partikkel uten det elektromagnetiske feltet til

stede er )

Hy = Qim +U(r,b).

Her representerer potensialet U(r,t) mulige ikke-elektromagnetiske krefter. (Et eksempel er
tyngdekraften.) Oppskriften for a finne Hamilton-operatoren H i nerver av det elektro-
magnetiske feltet er da gitt ved substitusjonene

o~ o~

Hy — H—qd(r,t)
(T15.1)

Denne oppskriften kalles minimal kobling. Her er ¢ ladningen til partikkelen, og A(r,t)
og ®(r,t) er henholdsvis vektorpotensialet og skalarpotensialet, definert ved

B=VxA E=-Vd—- —.
X og T
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Disse substitusjonene gir oss relasjonen
— 1
H—q®=_—(p—qA)+U(r,1).
¢ =5 (P —qA)" +U(r1)

Denne minimal-koblings-oppskriften er den samme som brukes i klassisk mekanikk. (Se f.eks
Appendix A i Hemmer.) I fraveer av ikke-elektromagnetiske krefter (U(r,t) = 0) kommer vi
da fram til fglgende Schrodingerligning for en ladet partikkel i et elektromagnetisk felt:

ov 1 .
ih—— = (p—qA)2+q<I>} v, (pE

5 5 V> . (T15.2)

15.1.b Justertransformasjoner av potensialene

Det er viktig a veere klar over at en for gitte fysiske felter

B=VxA 0g E=-Vdb—- —
ot
ikke kan fastlegge potensialene A og ® entydig. Et velkjent eksempel pa dette har vi i
elektrostatikken, hvor vi som kjent kan addere en vilkarlig konstant til ® uten at £ endres.
Valgfriheten nar det gjelder potensialene er imidlertid mye stgrre enn dette: Dersom A(r,t)
og ®(r,t) er et passende sett med potensialer, er det lett a se ved innsetting i ligningene
ovenfor at vi like godt kan erstatte dem med et nytt sett av potensialer:

A(r,t) — A'(r,t) = A(r,t) + V x(r,t).
(T15.3)
ox(r,t)
ot ’
Her er x(r,t) en vilkarlig deriverbar funksjon. Denne sakalte juster-transformasjonen'
endrer ikke feltene, fordi

O(r,t) — P'(r,t) = P(r,t) —

VXA =VxA+VxVyxy=VxA

0g
OA’ 0A 0 0 0A
o = Ve PV eV Ve gy

for en vilkarlig funsjon x(r,?).

En star altsa fritt til a justere potensialene ved hjelp av slike transformasjoner sa mye
en lyster. Denne friheten er generelt en fordel, fordi den tillater oss a velge den justeringen
som passer oss best for hver enkelt problemstilling.

Her skal vi velge den sakalte Coulomb-justeringen, hvor vi ordner oss slik at vektor-
potensialet er divergensfritt:

VP —

V-A(r,t) = 0. (Coulomb-justering) (T15.4)

IP4& engelsk er justertransformasjoner blitt hetende “gauge transformations”. Her uttales gauge pa lig-
nende mate som “cage” og “rage”.
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Fra Maxwell-ligningen V-& = p/ey folger det da at skalarpotensialet oppfyller Poissons
ligning,

v. (%? - vq>> — V2(r, 1) = p(r, 1) /co,

med lgsningen

O(r,t) =

/ t d3 /
p(r' t)d°r ( Instantant ) . (T15.5)

4eg|r — 1| Coulomb-potensial

Her ser vi at skalarpotensialet ® i punktet r ved tiden ¢ er bestemt av ladningsfordelingen
p(r',t) ved samme tidspunkt ¢. Dette skalarpotensialet kalles derfor det instantane Coulomb-
potensialet. En justering som oppfyller betingelsen V-A =0 kalles derfor en Coulomb-
justering.

Det at Schrodingerligningen (T15.2) faktisk inneholder de juster-avhengige potensialene
(istedenfor de fysiske feltene) kan kanskje virke skummelt — det betyr jo at lgsningen U (r, t)
av (T15.2) vil avhenge av hvilken justering vi velger. Vi skal straks se at dette ikke er noe
problem; det viser seg at bglgefunksjonen W(r,¢) avhenger av justeringen bare gjennom en
fasefaktor. Derfor blir malbare stgrrelser som sannsynlighetstettheten og forventningsverdier
av observable juster-uavhengige.

For a se hvordan dette henger sammen kan vi anta at ¥’ er en lgsning av Schrodinger-
ligningen med de transformerte potensialene A’ og @,

ov’ 1

n s = { B — qA")? @'} v, T15.6

ih—r = |5-(P—aA) +q ( )

Vi ma na finne sammenhengen mellom lgsningen ¥’ av denne ligningen og lgsningen W for

de opprinnelige potensialene, som oppfyller (T15.2),

L o 1 )
@ha—— [2m(p—qA) —f-q@] U,

Vi setter inn

X

ot

i den sistnevnte ligningen, flytter leddet q%’f\lf over pa venstresiden og multipliserer pa begge
sider med exp(igyx/h). Dette gir

A=A"-Vy og o =9 +

. o ) 1 [k 2
)
o 0 igx/h igx/h 1 h ! i !
zha{\lfe |=e oo |7V —aA Vx| 40| (T15.7)

Ved hjelp av relasjonen

h ; ; h
;V f(I‘,t)@ZqX/h _ equ/h (ZV + QVX> f(I‘,t),
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som gjelder for en vilkarlig funksjon f(r,t), kan vi skrive ned folgende identitet:
glax/m (hV —qA’ + qVX> f= (hV - qA’) e/h g,
i i

Denne kan vi bruke to ganger til a flytte eksponensialfunsjonen pa hgyresiden i (T15.7) mot
hgyre. Resultatet er

0 , 1 h :
h— (WM = | —(2V — qA")? + q@'| T '/, T15.8
gy [wen] = [ ho - e we (T15.5)
Vi kan altsa konkludere med at (T15.6), med de transformerte potensialene, oppfylles av
U = ex/h

der WU er lgsningen av (T15.2), med de opprinnelige potensialene. Resultatet er altsa akkurat
som annonsert: De to bglgefunksjonene skiller seg fra hverandre bare med en fasefaktor.

Vi har jo tidligere leert at vi star fritt til a multiplisere bglgefunksjonen med en vilkarlig
global fasefaktor (uavhengig av r og t). Det vi har leert her kan oppsummeres pa folgende
mate: Vi star fritt til a multiplisere en lgsning av (T15.2) med en vilkarlig lokal fasefaktor
expligx(r,t)/h] dersom vi kompenserer med tilsvarende justering av potensialene: 2

U(r,t) — V'(r,t) = U(r,t)expligx(r,t)/h],
A(r,t) — A'(r,t) = A(r,t) + Vx(r, 1), (T15.9)

O(r,t) — P'(r,t) = P(r,t) — axg;t)

15.2 Feltet som perturbasjon

(H 12.2, B&J 11.1)

15.2.a Vekselvirkningsledd

Vi skal na betrakte et system som bestar av en ladet partikkel sammen med et rent stralingsfelt.
Vi har altsa ingen “ytre” ladningsfordeling p(r,t). Derfor er ®(r,¢) lik null i Coulomb-
justering (V-A = 0). Vi kan da skrive Hamilton-operatoren pa formen

— 1 — —
H= —(f)—qA)z =H,+ H'.
2m

20m vi ikke hadde noen potensialer fra for, ville altsd en slik lokal justertransformasjon framtvinge
potensialene A’'=VA og & =-9A/0t. Et krav om lokal justerinvarians av bglgeligningen
(som vi kan kalle justerprinsippet) framtvinger altsa pa en maéate de elektromagnetiske potensialene, som
i denne sammenhengen kalles justerpotensialene. Om vi ikke kjente til det elektromagnetiske feltet og
fotoner pa forhand, ville de kunne ha blitt oppdaget pa denne maten.

Om noen synes dette virker sgkt, sa var det faktisk nettopp pa denne maten de store gjennombruddene i
partikkelfysikk kom i arene rundt 1970. Eksistensen til de tunge vektorbosonene W# og Zy (oppdaget eksper-
imentelt i 1983) ble f.eks fgrst forutsagt pa basis av justerprinsippet for elektrosvake vekselvirkninger.
Med et tilsvarende justerprinsipp i kvantekromodynamikk kunne en forutsi eksistensen til gluonet, som
er den kraftbeserende partikkelen i teorien for den sterke vekselvirkningen (mellom kvarker).
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Her er Hy = p2/2m og

7 . o =~ 2 =2
H = H HO_—zm[(p gA)* - p’]
2A2
q .. R g A
= ——(p-A+A.
Qm(p + p)—|— 2m

I Coulomb-justering kommuterer impulsoperatoren med vektorpotensialet; for en vilkarlig
funksjon f(r,t) har vi at

R h h n .
p-A f(r,t) = ;V(Af) = Z(VA)f + A-;Vf = A-p f(r,t). (T15.10)
Vekselvirkningen mellom partikkelen og stralingsfeltet representeres altsa av vekselvirkn-

ingsleddene
g 2A2
m 2m

=H, + H). (T15.11)

For et system av partikler (som f.eks et hydrogenatom), har vi tilsvarende

—

H=H,+H, (T15.12)

hvor

"2
H,=Y 2‘:;% + Vo(r,rs, ) (T15.13)

er Hamilton-operatoren i fraveer av stralingsfeltet (men med Coulomb-vekselvirkningen
mellom de ladete partiklene til stede), og hvor

representerer vekselvirkningen mellom de ladete partiklene og stralingsfeltet.

Nedenfor skal vi behandle H' som en perturbasjon, og bruke egenfunksjoner til f:l\p som
begynnelses- og slutt-tilstander. Vi ngyer oss med a se pa prosesser der det dominerende
bidraget til overgangssannsynligheten kan beregnes ved hjelp av 1.-ordens perturbasjonsteori
og kommer fra leddet
H=—2Lap, (T15.15)
m

dvs prosesser der A2-leddet gir neglisjerbare bidrag til overgangssannsynligheten.

15.2.b Stralingsfeltet

[ fraveer av ytre ladninger, og med Coulomb-justering (V-A = 0), folger det som nevnt fra
(T15.5) at skalarpotensialet ®(r,¢) er lik null. De fysiske feltene

A
8:—88(?t) og B=V XxA(r1)

kan da begge avledes fra vektorpotensialet A(r,t). Dette potensialet kan generelt skrives
som en superposisjon av plane harmoniske bglger av typen

A(r,t) oc ellkr—etlg, (w = ck).
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Her er enhetsvektoren ey en polarisasjonsvektor (som gir retningen til E-feltet). Vi skal
betrakte en enkel monokromatisk bglge

A(r,t) = 2Apex cos(kr —wt) = Ay (ek eillor—wt) | kompleks—konj.) ) (T15.16)
som svarer til feltene
E = —%? = —2wAj e sin(k-r — wt)
(T15.17)
B = V xA=-24,(k x ey)sin(kr — wt).
Her folger det fra Coulomb-justeringsbetingelsen
V-A = Apex-Vcos(kr —wt) = —Agsin(k-r — wt) ex-k =0, (T15.18)

at polarisasjonsvektoren ey er ortogonal pa bglgetallsvektoren k. Fglgelig er £ transversal
pa k, og B er transversal pa k og &€, som illustrert i figuren til venstre.

_‘

¢

04

g
N

—
B -
ez
Som vist i figuren til hgyre, kan vi velge a arbeide med to reelle polarisasjonsvektorer e; og
€s. 3

Senere vil vi fa bruk for sammenhengen mellom amplituden Ay og energitettheten i
boelgen, som er

leE® + 2’[1“) B® = l¢(&°+B?) (poco = 1/¢%)
= 1e9(24p)?sin’(k-r — wt)(w® + PK?).
Midlet over tid er da energitettheten i den harmoniske bglgen (T15.16)
u = 260 Adw?. (T15.19)

Dette svarer til en energifluks I = uc = 2¢yA3w?c.

15.3 Overganger mellom atomaere tilstander

(H 12.3, B&J 11.2, G 9.2)
I avsnittene 14.5 og 14.6 sa vi pa overganger av typen diskret — kontinuerlig (f.eks
ionisasjon) og kontinuerlig — kontinuerlig (f.eks spredning pa et statisk potensial), og

3Dersom vi gnsker & beskrive en bglge med f.eks sirkuleer polarisasjon, ma vi bruke en kompleks polar-
isasjonsvektor.
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etablerte Fermis gyldne regel. Vi skal na ta for oss overganger av typen diskret — diskret,
hvor en elektromagnetisk bglge stimulerer enten eksitasjon av et én-elektron-atom (via ab-
sorpsjon) eller de-eksitasjon (via stimulert emisjon):

absorpsjon stimulert emisjon

5 Ex=£, L L =L,
2 E‘z‘Ef 5 é}:E’

Ey— FE E, - F

Vi kan anta at den innkommende elektromagnetiske stralen er bygd opp av harmoniske
bolger med en kvasi-kontinuerlig frekvensfordeling, slik at antallet harmoniske bglger i frekvens-
intervallet Aw er p(w)Aw. Hver av disse bglgene er av typen (T15.16), med en amplitude
Ap(w). Vi kan anta at alle komponentbglgene i stralen har omtrent samme forplantningsret-
ning k= k/k og polarisasjonsvektor e.

Med elektronladningen ¢ = —e folger det fra (T15.15) og (T15.16) at vekselvirkn-
ingsleddet som skyldes bare én slik harmonisk bglge kan skrives pa standardformen (T14.24)

for en harmonisk perturbasjon:

ﬁi e —% A'f) = %AO(W) 13' (Ek ei(k.riwt) + C.C.)
= V(r,w)e " + Vi(r,w)et™!,

der

V(r,w) = — Ag(w) ex-p 7. (T15.20)

£
m
15.3.a Stimulert emisjon like sannsynlig som absorpsjon

Ifplge (T14.35-37) er overgangssannsynlighetene pr tidsenhet (overgangs-ratene) for stim-
ulert emisjon og absorpsjon pa grunn av én slik harmonisk bglge like store, gitt ved

2m
Wa—1 = W12 = E|V21(U))P5(E2 — Fy — hw)

EQ_E1>

27
= ?|V21|25(w21 - W) (W21 = 5

Spersmalet er da hva som skjer nar vi perturberer med en strale som bestar av en hel bgling
med slike harmoniske bglger? Svaret er at dersom stralen er en inkoherent blanding av har-
moniske bglger, sa kan vi ganske enkelt addere overgangsratene for alle de harmoniske bglgene;
bidragene fra de enkelte harmoniske bglgene interfererer ikke. Det samme gjelder nar vi skal
beregne energitettheten i stralen. Sammenholdt med (T15.19) betyr det siste at frekvensin-
tervallet dw, som inneholder p(w)dw enkeltbglger, gir et bidrag

260 A5 (w) w? - p(w)dw = u(w)dw (T15.21)
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til den totale energitettheten i stralen. [u(w) er da energitettheten pr frekvensenhet, ogsa
kalt den spektrale energitettheten.]
Hver av de p(w)dw belgene i dette frekvensintervallet gir tilsvarende et bidrag

(27 /B2)| Va1 |6 (wa1 — w)

til de to overgangsratene. Ved a integrere over frekvensen finner vi da de totale over-
gangsratene:

2T
W1 = W12 = ? / \V21|25(w21 - W) : p(w)dw
21 e? ~ iker 2
= 12,3 As(wan)p(wen) lex (o[ B e™ T[4 )]
Fra (T15.21) har vi at

U(WQI)

A2 = —=*

o(wa1)p(war) e,

som tillater oss a uttrykke resultatene vare ved den spektrale energitettheten u(w):

s u(wo1) ~ ikr
Wo 1 = W1—g = ?W €0w%1 ‘ek~(2/12]pe |¢1>‘

2

(T15.22)

15.3.b Dipol-tilnsermelsen

For en overgang mellom tilstander for de ytre elektronene i et atom er Bohr-frekvensen wo;
typisk av stgrrelsesorden

EQ — E1 10 eV
W = ~
21 5 5

Overgangene 1 — 2 og 2 — 1 induseres da av straling med en bglgelengde i eller like i
neerheten av det synlige omradet,

~ 10%g71,

2
A~ 2 107,
w
Denne er en faktor 10% stgrre enn radiene til de aktuelle orbitalene 1; og 1. I matrise-

elementet ' '
(Ualpe™*|v1) = [ D™ vy d'r
kan vi derfor utvikle eksponensialfunksjonen exp(ik-r) i en hurtigkonvergerende rekke:

e*T =1+ ikr — %(k-r)2 +oeee

Siden k-r~ 27mr/A << 1, skjgnner vi at det forste ikke-forsvinnende leddet i den resul-
terende utviklingen av integralet ovenfor gir en god tilnaermelse til hele matrise-elementet.
Det forste leddet, exp(ik-r) ~ 1, gir den sakalte elektrisk-dipol-tilnsermelsen. Dersom
det forste ikke-forsvinnende bidraget til integralet kommer fra det neste leddet i utviklingen,
tk-r, har vi a gjore med magnetisk-dipol- og elektrisk-kvadrupol-straling, og vi skjgnner at
det kvadrerte matrise-elementet da vil gi en mye mindre overgangsrate.
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Elektrisk-dipol-tilnsermelsen

For tilfeller der det forste leddet (e’*™ a 1) bidrar, kan vi forenkle matrise-elementet, ved
hjelp av noen sma grep. Fra avsnitt 15.2.a husker vi for det forste at tilstandene ¢ og s
er egentilstander til den uperturberte Hamilton-operatoren, “partikkel-delen” H,:

Hyb, = [21); + Vc(r)] Un = Eptby;  n=1,2. (T15.23)
For det andre kan vi merke oss at
) = o0 = o (palpet) & pealpi} = 2o pe (T15.21)
2m 2m m
som vi generaliserer til .
b= %[ﬁp, ). (T15.25)

[ elektrisk-dipol-tilnsermelsen (som vi ofte bare kaller dipoltilnaermelsen) har vi da fra (T15.23)

(Walp ™ |n) ~ (allin) = T (al Hor — | 4h)

m . B, - F
= ?<¢2|E2P —rEifYy) =im %th’hﬂﬁ
= imw21 d21. (T1526)
Her kalles
dar = (valrln) = [F v (T15.27)

dipolmomentet for overgangen. Ved innsetting i (T15.22) kan vi da uttrykke overgangsratene
for absorpsjon og stimulert emisjon i dipoltilneermelsen som fglger:

(T15.28)

W12 = Wo21 =

me? < elektrisk-dipol- )

2
h2eq u(ws) [ex-dan " tilnsermelsen

Her er u(w) den spektrale energitettheten (energi pr volum- og vinkelfrekvens-enhet) i stralen.

15.4 Spontan emisjon via Einsteins likevektsresonnement

(H 12.4, B&J 11.3, G 9.3)
At overgangsratene for absorpsjon og stimulert emisjon ma veere like store ble vist av
Einstein alt i 1917, atte ar for den kvantemekaniske teorien ble stablet pa beina.

15.4.a Einsteins likevektsresonnement

Som vi gjennomgikk i avsnitt 8.3.d i Tillegg 8, betraktet Einstein et ensemble av atomer
i likevekt med termisk straling ved en temperatur 7. La oss like godt ga raskt gjennom
Einsteins resonnement en gang til. Ved likevekt er den spektrale energitettheten gitt ved
Plancks lov (T8.53), som

u(lv)dv  hw? 1

u(w) = dw 7203 ehw/kT _ 1 (T15.29)
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Videre er forholdet mellom antall atomer i tilstandene i, og ¥ gitt ved Boltzmann-faktoren

N _ i T _ /it (T15.30)
Ny

der w = wy;. For hvert av atomene som er i tilstanden 1), er det en viss overgangsrate
wy’,; = A for spontan emisjon og de-cksitasjon til tilstandden ;. Denne spontane over-
gangsraten er uavhengig av temperaturen; spontane overganger skjer akkurat like hyppig
ogsa i fraveer av straling.

Overgangsraten B_,,u(w) for absorpsjon, derimot, er proporsjonal med u(w). Det samme
viser seg a vaere tilfelle for raten for stimulert emisjon, By ,ju(w). Slik var det de tre Einstein-
koeffisientene, A, By .5 og Bs_,1, kom inn i bildet.

indusert av u(w) uavhengig av u(w)

Ao
i T 1 "
Sfi malai’eé .spani’anems

absarptian et ne
emesson emissron

Rate pr atom:  Bj_,su(w) By 1 u(w) A

Totale rater: NlBl_>2 U(W) NQBQ_>1 u(w) NQA

Ved likevekt ma de tre ratene balansere hverandre; ved hjelp av (T15.30) har vi da at

dNy

W = NQ(A + Bg_>1) u(w) — NlBl_>2 U(W)

= N2 |:A + B2_>1u(w) — €hw/kTB1_>2 u(w)] == O,

eller, ved a lgse for u(w),

A 1
By e"/FT — By 1 /B9’

u(w)

Ved a sammenligne med Placks stralingslov (T15.29) ser vi da at

hw?

Bl_>2 = B2_>1 =B og A= % B1_>2. (T1531)

Einsteins resultater kan altsa oppsummeres slik:

Overgangsraten By ,; u(w) for stimulert emisjon er ek-
sakt den samme som for absorpsjon, Bj_u(w), dvs, (T15.32)
By = By,
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0g

Forholdet mellom ratene for spontan emisjon og absorp-
sjon er gitt ved

A f 3 1 (T15.33)
w — ohw/KT _ |

Bisu(w) w23 u(w)

15.4.b Tilnseermingsformel for B ,» = By ,;

[ 1917, fgr kvantemakanikken, var Einstein bare i stand til a finne forholdet mellom de tre
koeffisientene sine. Med kvantemekanikken pa plass har vi na mulighet for a finne stgrrelsen
av ratene for absorpsjon og stimulert emisjon. Dette kan gjgres ved hjelp av resulatet som
vi fant for stralen i avsnitt 15.3.b.

I motsetning til stralen er den termiske stralingen isotropt fordelt over alle vinkler, og
den er ogsa upolarisert.

strale med skarp retning termisk straling
ry S ot -
I o
E——
h J—— \\V/
¢ —_— e
atom atem
% —= /’ A '\
—_—

La oss derfor foreta et sceneskifte, og betrakte tilfellet illustrert til hgyre, hvor energitettheten
u(w) pr vinkelfrekvens-enhet er isotropt fordelt. Vi ma da midle resultatet for stralen,

me? 9
W12 = Wa—s1 = 5 U(WZI)‘ek'dm’ )
h €0

over alle retninger for k og ogsa over polarisasjoner.

Dette er ekvivalent med & midle |ey-dai|*> = |da;|? cos? @ over alle retninger av dy;. Med 4

1 o 1 1
cos? ) = —/ dgb/ d(cos ) cos®§ = —
4m Jo -1 3

™

4Faktoren 1/3 holder ogsa for det tilfellet at da; er kompleks. Da kan Re(da;) og Sm(da;) peke i
forskjellige retninger (0 og ) i forhold til ex. I slike tilfeller har vi at

lex-(Re(dar) +iSm(de))]? = |ex-Re(dar)|? + |ew-Sm(da)|?
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finner vi at ratene for absorpsjon og stimulert emisjon ganske enkelt er

71'62

%Teu(wgl) |do1|? (isotropt tilffelle) (T15.34)
0

W2 = Wos1 =
nar u(ws ) er isotropt fordelt.
Sa na er vi et skritt foran der Einstein var i 1917: For stgrrelsen av B-koeffisienten er
resultatet vart (til forste orden i perturbasjonen, og i dipoltilneermelsen)

Wiz  TE

o) = e (P lE¥n) [P = B (T15.35)

2

B1—>2 =

€0
Kan vi stole pa dette resultatet, som er utledet ved hjelp av halvklassisk stralingsteori?

Svaret er ja: Resultatet stemmer med det en finner ved hjelp av ikke-relativistisk kvan-

teelektrodynamikk, hvor ogsa stralingsfeltet kvantiseres, og hvor en beskriver kreasjon og

annihilasjon av fotoner.

15.4.c Tilnsermet resultat for spontan emisjon

Kan den halvklassiske stralingsteorien ogsa brukes til & beregne raten for spontan emisjon?
Svaret er nei: I fraveer av straling er vekselvirkningsleddene i (T15.14) og (T15.15) lik null,
og da vil det ifglge den halvklassiske stralingsteorien ikke skje noen de-eksitasjon.

Men her er det at Einstein kommer og redder oss. Ifplge hans likevektsresonnement skjer
det jo en de-eksitasjon via spontan emisjon, med en overgangssannsynlighet pr tidsenhet
(rate) som pr atom er

fiws e2w3
sp 4 Wy _ 21 2
Wy = A= m2c3 7T 3reghdd a1
eller, med « = e?/(4weghc) ~ 1/137.036,
WP = A= o (|1 ) 2. spontan (T15.36)
2=l 3c2 emisjonsrate

I likhet med formelen for B;_,5 er denne gyldig til forste orden, og i elektrisk-dipol-tilnsermelsen.

Kan dette resultatet beregnes direkte? Ja, dersom vi kvantiserer stralingsfeltet som alt
nevnt, og bruker fgrste-ordens perturbasjonsteori, sa er det en smal sak a vise at den spontane
de-eksitasjonsraten fra 1 til ¢;, under emisjon av et foton med polarisasjon ey i en retning
innenfor romvinkelen df2, er

s o W Liker ~ 2

iy = o 2| el (e Blun)[ d9
o W iker ~ 2

= gimgczlek(%!ek pln)| do.

= |Re(da1)|? cos? O + |Sm(da;)|? cos? Or.

Ved & midle over cos? 0 og cos? §; far vi da

1 1 1
|Re(da1)]? - 3t |Sm(d21)[* - 3= §|d21|27 q.e.d.
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Her kan vi igjen bruke dipol-tilneermelsen (jf (T15.26)), (w2]e™T P |th1) = imwa (1a|r]eh1),
til a forenkle resultatet til

sp 3
dwy”,; Wy

Q ‘o
En liten oppgave:

lew- (o |r|tpy)? (dipol-tiln.). (T15.37)

-5

Cet

eix 1 planet gjennom Rog dyy = ey Ldy

Anta at (¢p|r|11) = dy1 er reell, og betrakt et foton som emitteres i retningen
k.

a) Hvorfor er fotonet polarisert i planet gjennom k og do;? [Hint: LaAelk veere en
polarisasjonsvektor ¢ dette planet, og la eg, veere ortogonal pa ey, k og dermed

pa dg;. Hva er da dws?,, /dS) for fotoner med ex = ex’]

b) Uttrykk dws?,;/dQ ved vinkelen 6y, mellom k og da;. Vis at (T15.36) folger

ved integrasjon over denne vinkelen.

15.5 Utvalgsregler for elektrisk-dipol-straling

(H 12.5, B&J pp 530-541, G 9.3)

15.5.a Utvalgsregler

Som vi nettopp har sett, bestemmes overgangsratene i elektrisk-dipol-tilnsermelsen av matrise-
elementene (“dipolmomentene”)

ds = /w;‘f(r)rwi(r)d‘gr.

Utvalgsreglene (i elektrisk-dipol-tilneermelsenn) er enkle regler som forteller oss nar disse
matrise-elementene er forskjellige fra null.
Det enkleste tilfellet har vi nar partikkelen beveger seg i et kulesymmetrisk potensial,
med en begynnelsestilstand
Yi(r) = Ru(r) Yim (0, ¢).
Det viser seg da at matrise-elementene dy; er forskjellig fra null bare for et utvalg av slutt-
tilstander

by(r) = Ry (r) Yo (6, 0),
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slik at sprangene i kvantetall begrenses til

Am=m'—m=0,41 | og | Al=l'—-1=+1. <

utvalgsreglene i elektrisk-
dipol-tilnsermelsen

(T15.38)
For overganger som ikke oppfyller disse betingelsene er dipolmomentene dy; lik null. Vi sier
da at disse overgangene er “forbudte i dipol-tilnsermelsen”. Dette betyr ikke at slike over-
ganger er absolutt forbudte; reglene ovenfor forteller bare at det fgrste leddet i utviklingen
exp(£ik-r) = 1+ik-r+--- ikke bidrar til matrise-elementet i (T15.22). Hgyere-ordens ledd
i utviklingen kan bidra, men vi skjgnner at overgangsratene i slike tilfeller vil bli mye mindre
enn for overganger som er tillatte i elektrisk-dipol-tilnsermelsen.

Hvordan vi beviser disse reglene

Ved a starte med identiteten

r = €,7sinfcosp+e,rsinfsing+e,r cosd
|47 &, —ie e, +ie
= r/— e, Yio— ——2V 1 + =Y, 4], T15.39
3 l 10 NG 11 NG 1,-1 ( )

innser vi at matrise-elementet dy; kan skrives som et produkt av radialintegralet
Laa = [ B (r) v Rur)rdr (T15.40)
0

og en lineserkombinasjon av tre vinkelintegraler av typen

1
T = ,/% / Vi Vi Yimd<Y, (T15.41)

hvor m” = 0,+1 eller —1. Siden pariteten til Y}, er (—1)!, folger det at pariteten til
integranden i (T15.41) er

(_1)l’+1+l _ (_1)21(_1)l’fl+1 _ (_1)Al+1'

Dersom Al er like, er altsa integranden antisymmetrisk, slik at integralene J,,,» og dermed
dy; er lik null. Fglgelig ma Al vaere odde for a gi et dipolmoment som er forskjellig fra null.
Videre merker vi oss at vinkelintegralet J,,» inneholder faktoren

Py - / " 2m ; "
/ 6z¢(m—m +m )d¢ — / 6Z¢(m —Am)d¢ — 27T5m/’,Am7
0 0

som er lik null unntatt for Am = m” = 0,+1. Dette beviser “Am-delen” av utvalgsreglene,
og gjor at vi kan skrive matrise-elementet pa formen

&, —ié &, +ié
dsi = Laa € Jo0mm — ——L J1 0 st + ———2 J_10m m-1 | T15.42
! d( 0 0, 7z T ommn 7 100/, m—1 ( )

hvor Jy, Ji og J_1 er gitt av (T15.41).
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Det gjenstar da bare a vise hvorfor de odde sprangene Al begrenser seg til +1. Her kan
vi skille mellom tilfellene [ = 0 og [ > 1: T det forste tilfellet, dersom begynnelsestilstanden
er en s-tilstand, med Y}, = Yy = 1/v/4m, forenkler vinkelintegralene seg til

Jm” =4/ 1/3/Y/>l;.b/}/1m//d9 = 1/3 51/716m’,’m"'

[ dette tilfellet ma altsa slutt-tilstanden veere en p-bglge (I' = 1), slik at Al =1"—1=1.
For [ >1 er det mer komplisert. Det kan vises at produktet av de to siste faktorene i
(T15.41) kan skrives som en lineserkombinasjon av to sfaeriske harmoniske:

lem”(& Qb)}/;m(a ¢) = AYzfl,erm” (97 (b) + B Yerl,erm”(ev (b)? (l > 1, m” = 0, :i:l)u
(T15.43)
der koeffisientene A og B selvsagt avhenger av [, m og m”. Ved a sette uttrykket ovenfor
inn i (T15.41) ser vi at utvalgsregelen Al =1 — 1 = +1 fglger fra ortogonaliteten til de
sfeeriske harmoniske.

At produktet ovenfor kan utvikles i sfeeriske harmoniske er trivielt, siden de sistnevnte
danner en basis for vinkelrommet. At det magnetiske kvantetallet pa hgyresiden ovenfor er
m + m” folger like trivielt fra at ¥,(0,¢) o exp(im¢). At det bare er [ — 1 og [ + 1 som
bidrar i utviklingen ovenfor, henger sammen med addisjonsreglene for dreieimpulser, og er
ikke fullt sa trivielt. Dette er vist i et Appendiks helt til slutt i dette tillegget. Et alternativ
(formulert av Dirac) til beviset nedenfor finner du side 361 i Griffiths.

En liten oppgave:

a) Produktet
YllYVQO = — 877'( sin @ e'? - 1677]' (3 cos” g — ].)

kan uttrykkes ved to sfeeriske harmoniske. Hvilke?

b) Sjekk at
3/ 3 1
YioYoo = o\ 35+ Y30 + = Yio.

c¢) Hva er retningen til vektoren dy; for en overgang med Am = 07

15.5.b Eksempler, for hydrogen

Atomeere spektra gir direkte beskjed om energi-sprangene mellom de forskjellige nivaene
i atomer. Figuren nedenfor illustrerer elektrisk-dipol-overganger fra eksiterte tilstander til
grunntilstanden 1s (n = 1,1 = 0) for hydrogen. Begynnelsestilstanden ma da veere en
p-tilstand, slik at Al = —1. Den laveste fotonenergien er her ca 10.2 eV. Derfor ligger
hele denne serien av spektrallinjer i det ultrafiolette omradet. Disse linjene er kjent som
Lyman-serien.
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F 4=0 L= /=Z /=3

£ . : :
4a /4/0 rr4 “f
3 /3;0 34
% oid al=-1
74

Overganger til 2s og 2p

. 7% 77
#o #“p

v 4
35 3p 34
22 N al=+1
—7

Her er energisprangene
1 1
AFE = —%oﬁch <22 — 722) (n=3,4,--)
av stgrrelsesorden 2 eV, som svarer til spektrallinjer i den sylige delen av spektret. Disse
linjene danner den sakalte Balmer-serien (Balmer, ca 1885), som var utgangspunktet for
Balmers empiriske formel (se Tillegg 1). Denne var som vi husker en del av bakgrunnen for
Bohrs atommodell.

Kaskade

Som illustrert ovenfor er det ingen utvalgsregel som begrenser de mulige sprangene An i
hovedkvantetallet. Tmidlertid kan det skje (bl.a under sakalt rekombinering av frie protoner
og elektroner) at et hydrogenatom havner i en hgyt eksitert tilstand der [ har sin maksimale

verdi, som er n — 1.

5
’ /
o Al=<1
2 AN =1=’{
4
Som illustrert i figuren, er da elektrisk-dipol-overganger bare mulige for An = Al = —1.

Pa den maten far vi en kaskade av overganger, med spektrallinjer som svarer til en hel serie
av energisprang mellom nabonivaer.
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15.5.c Levetid. Linjebredde

Det er viktig a ha klart for seg at den spontane overgangsraten

Aw3
[ 2

gir sannsynligheten pr tidsenhet for overgangen v; — 1y pr atom. Dette betyr at vi er
helt ute av stand til a forutsi teoretisk hva som vil skje med ett enkelt atom, hverken hvor
fotonet vil havne eller nar det kommer. ”Levetiden” for ett enkelt eksitert atom kan derfor
ikke beregnes.

Sa for a sammenligne teorien med eksperimenter ma vi preparere et ensemble med et stort
antall atomer i begynnelsestilstanden ;. Med N (t) atomer i tilstanden 1; ved tiden t sier
teorien var at det forventede antallet overganger til tilstanden s i lgpet av tidsintervallet
(t,t+dt) er

dNy = N(t)w;?, ,dt.
Ved a summere over alle de mulige slutt-tilstandene vy finner vi da at den forventede en-
dringen av N(t) i intervallet dt er

AN = =3 dN; = —N(t) w; dt.
f

Her er

w; =y wr, (T15.44)
!

den totale de-eksitasjonsraten for tilstanden ;. Ved a integrere fra null til ¢ i ligningen

dN
— = —w;dt
N

finner vi da straks at

N(t) = N(0)e ™ = N(0) e/ = —. (T15.45)

Her er 7, = 1/w; pr definisjon levetiden for tilstanden ;.

En liten oppgave:
Vis at 7; faktisk er den gjennomsnittlige levetiden for ensemblet N(0). [Hint:
Det forventede antallet som “dgr” i intervallet (¢, + dt) er |dN| = w; N (t)dt.]

Som et eksempel kan vi se pa hydrogenatomet, der vi velger begynnelsestilstanden v; = 91.
Da er det bare én mulig overgang, til grunntilstanden t199. Med et dipolmoment |df;| av
stgrrelsesorden ag og en Bohr-frekvens wo; ~ 109571 finner vi da en overgangsrate

w3 108
Wiy~ Q % lag|* ~ 1072 107 107295t =10s"1
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Levetiden for tilstanden v; = 1919 er derfor av stgrrelsesorden

1
7=—n~10""s.
wy

Her kan vi merke oss at levetiden er mye lengre enn den “naturlige perioden” T ~ 27 /wy; ~
10716 s for hydrogenatomet.
Som et annet eksempel kan vi velge begynnelsestilstanden ,1.

4

/

>

V2

De mulige slutt-tilstandene er da (ifglge utvalgsreglene i dipoltilneermelsen) de tre 3d-tilstandene
Y320, VY321 08 P32 1, sammen med s-tilstandene 300, Y200 08 Y100. Alle disse overgangene
bidrar til den totale de-eksitasjonsraten (T15.44).

Merk ellers at overgangen fra 1oqq til 1199 er “forbudt” i dipoltilnsermelsen. De-eksitasjonen
skjer her hovedsaklig via to-foton-emisjon, med en rate som er mye mindre enn i eksemplet
ovenfor. Levetiden for denne tilstanden viser seg a veere sa lang som ~ 0.1 s. Slike “seig-
livede” tilstander kalles ofte metastabile tilstander.

Naturlig linjebredde

I klassisk stralingsteori folger det fra Maxwells ligninger at dersom en ladning gis en dempet
oscillasjon med en frekvens wy og en dempningstid 7, sa vil ogsa den utstralte bglgen bli
tilsvarende dempet. Ved a Fourier-analysere den utstralte bglgen finner vi da at den har en
frekvensfordeling med en topp ved wy, og med en endelig bredde Aw av stgrrelsesorden 1/7.
Denne bredden svarer til en endelig linjebredde AX = MAw/w.

Det viser seg at kvantemekanikken gir et lignende resultat for spontant emittert straling.
For den spontane overgangen 2p — 1s i hydrogen, f.eks, er energi-bredden av de emitterte
fotonene ® hAw = hw;, hvor w; er de-eksitasjonsraten. Mer presist kan det vises at energien
til de emitterte fotonene er sannsynlighetsfordelt som

1

P(h .
( W) X (hw — hw21)2 + (%hw,y

(T15.46)

Her er w; = w3i?,; = 1/7; den spontane raten for overgang fra (hvilken som helst av) de

tre 2p-tilstandene til grunntilstanden. Denne sannsynlighetsfordelingen har sakalt Lorentz-
form.

5Se f.eks avsnitt 11.5 i Bransden & Joachain, ellerr W. Heitler, The Quantum Theory of Radiation (3¢
edition), Chap. V, §18 p 181..
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=3 A

AW ey,
0 05 1 15 2 2.5 é"
w/ [

Som illustrert i figuren, er halvverdibredden (“full vidde ved halvparten av maksimum”) av
denne toppen Aw = w;. Siden energi er en bevart stgrrelse, tolker vi dette slik at energien
i begynnlesestilstanden ikke er skarp,® men er sannsynlighetsfordelt med en bredde

Det er noksa vanlig a kalle bredden AFEs en energi-usikkerhet for 2p-nivaet, og a kalle re-
lasjonen

AE-7=h

en uskarphetsrelasjon i energi og tid, men dette kan veere litt misvisende.”
Vi merker oss at jo kortere levetiden for en eksitert tilstand er, desto stgrre blir bredden
i energi. Dette er sveert viktig i partikkelfysikk, hvor de fleste “elementeer”-partiklene har
levetider av stgrrelsesorden 10723 s, og dermed energibredder av stgrrelsesorden 100 MeV og
masse-bredder pa ~100 MeV /c?, som kan utgjgre opp til 10 prosent av massen.
For eksiterte atomeere nivaer blir de relative breddene sma. I eksemplet diskutert ovenfor
er f.eks den relative bredden
9 —1
&:%NIOS ~ 107,
w w 1016 g1
Den tilsvarende bredden A\ av bglgelengden kalles den naturlige linjebredden, og er i
prinsippet malbar i atomeare spektra. De observerte linjebreddene er imidlertid vesentlig
stgrre enn dette, fordi den totale linjebredden ogsa far bidrag pa grunn av kollisjoner og
Doppler-forbredning.

SMerk at begynnelsestilstanden 15, er en egentilstand til “partikkel-delen” flp av Hamilton-operatoren,

men ikke til den totale Hamilton-operatoren H. Dette er grunnen til at tilstanden 1), ikke har skarp energi.
Strengt tatt er ikke AE en ordinzer usikkerhet, fordi rms-avviket for (T15.46) faktisk ikke eksisterer.
(Prov a regne det ut.) Dessuten er jo ikke tiden en observabel, bare en parameter.
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Appendiks. Produktet av to sfeeriske harmoniske

For a bevise (T15.43) betrakter vi to partikler 1 og 2, som er preparert i en tilstand med
banedreieimpulser L? = 2%l1(l; +1) og L2 = A%ly(ly +1) ved en maling av disse observ-
ablene. Maler vi i tillegg Ly, og Ls., etterlates systemet i en tilstand der vinkelavhengigheten
beskrives av produkt-tilstander av typen

Yl1m1 (anflzmz(QZ) (der Qz = 61‘7 ¢i§ 1= 17 2)

Slike tilstander kalte vi “gamle” i avsnittet om addisjon av dreieimpulser. Maler vi deretter
kvadratet av den totale banedreieimpulsen, J* = (L; + Lo)?, tvinger vi systemet inn i en
egentilstand til operatorene J2 og J, (i tillegg til f;% og IAJ%) Denne “nye” tilstanden kan vi
kalle @;,,,(21, €29):

{ ‘}2 }cpjm(Ql,Qg) _ { thgm* b } (1, ). (T15.48)

Her er m = my+ms, siden J, var skarp allerede etter den forste malingen, mens kvantetallet
J begrenses av trekant-ulikheten:

=l <j<h+1s.
Som vi har sett tidligere, kan de “nye” tilstandene utvikles i de “gamle”:

(I)jm(Qla QQ) = Z ij;llmﬂsz Y21m1 (Ql)YZQWD (92) (T1549)

(m1+ma=m)

Her er C-ene sakalte Clebsh-Gordan-koeffisienter. Omvendt kan de “gamle” utvikles i de

14 9.

nye”:
l1+l2
Vimy () Yims () = D C @5, (Q1, Q). (T15.50)

J=ll1—l2|
(m=m1+mz)

Hold dere fast, for na definerer vi en ny funksjon, F},,(6, ¢), ved

ij<97 ¢> = ij<Q) = {(I)jm(le QZ)}QIZQZZQ = Z C Yzlml(Q)YEﬂnz(Q) (T1551)

(m1+ma=m)

(Vi setter altsa 01 = 0y = 0 og ¢1 = ¢ = ¢.) Her er ¢-avhengigheten (pa hgyresiden)
expli(my + mq)@], sa det folger trivielt at F},,,(Q) = F},,(0, ¢) er en egenfunksjon til opera-
toren L, = (h/i)0/8¢ med egenverdien iim = h(my +m,). Men la oss vise dette med et
litt mer tungvint argument: Ved a derivere hvert av produktene pa hgyresiden i (T15.51)
med hensyn pa ¢ finner vi at

> h O
L: Fim(2) = 90 Fjm(0,9)
h o ho

(m1+ma=m)
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= 1 X ([T Yam ()] Yiama () + Yiima () L2 Yiama ()

m1

(m1+ma=m) Q1=02=0

- - T15 48
= {(L1z+ Las) Djn(21,Q2) ( )

~

J 01=02=0

{hmq)Jm(Qla 92)}91 Q=0

Her er Ly, = (h/i)0/8¢, osv. I tillegg til L. definerer vi ogsa (pé vanlig mate) operatorene

h 0 0
Li=1L,+1L, e | £i— — —
n - ( Z89 C0t08¢>

Med samme logikk som ovenfor har vi da

E-l— P}m(Q) = Z C ([E-I—Ylﬂm(g)} Y22m2 (Q) + Yllml (Q)E-l-}/me (Q>>

(m1+’mlg:m)
= {0 O ([T Vi (0)] Vi (22) + Y, (1) L Yigona (22))
(m1 +7:TL12:m) 01=09

Q1=0Q2=0
— {h\/j— )G+ 1+m) @j,m+1(91,92)}

= 2 =m)( +1+m) Fimia ().

Q1=Q=0

Her har vi brukt stigeoperator-relasjonen for j+. Tilsvarende har vi at

Lo Fymir =hJ(+m+1)(j +1—m—1) F(Q),

slik at o
Ly Fo(®) = B2 — m)(j + 1+ m) Fy(9).

Med L,Fjn () = hmFj,(Q) fra forrige side har vi da fra formelen L2 = L24+AL.+L_L,:
L2 Fjn(Q) = 12[m? + m + (j = m)(j + 1+ m)] Fjn () = 525 + 1) Fyn ().

F;n(Q) oppfyller altsa de samme egenverdiligningene som Y},,(£2) og ma derfor veere pro-
porsjonal med denne:
ij<Q) = (I)jm(Q7Q> X Yin(Q).
Fra (T15.50) har vi da at
l1+12
Yim, (Vimy () = 30 CL Yim(). (T15.52)
(m]::x;liilw)

For at hgyresiden skal ha samme paritet som venstresiden, (—1)2+2 ma bidragene fra
j=l+l—1,j=1+1y—3, osv veere lik null. Summen over j i formelen ovenfor gar
altsa i skritt pa 2. 1 (T15.43), hvor [y =1 og Iy =1, far vi da bare de to bidragene fra
j=101—1 og j=1+4+1. Dermed er (T15.43) bevist.

=Q



