FY1006/TFY4215 Innfgring i kvantefysikk - @ving 1 1
OVING 1

En liten briefing om forventningsverdier, usikkerheter osv
Eksempel: Terningkast
Ved terningkast er sannsynlighetene for a fa 1, 2, 3, 4, 5 eller 6 like store:

P(1) = P(2) = --- = P(6) = 1/6.

Gjennomsnittsverdien n ved et stort antall kast vil da nserme seg den teoretiske forvent-
ningsverdien, som er

6
1
Z (L+2+43+4+5+6)5 =35

Som illustrert i figuren svarer (n) til “tyngdepunktet” av sannsynlighetsfordelingen (som i
dette tilfellet er diskret).
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Figuren illustrerer videre usikkerheten (ogsa kalt standardavviket) An, som pr definisjon
er

roten av det midlere kvadratiske avviket,

pa engelsk kalt “root-mean-square deviation” (rms-avviket). Vi har altsa oppskriften

square

mean

root

Da
(An)? = ((n=(n))*) = (n =2(n)n+(n)*) = (n*) = (n)",

kan usikkerheten generelt skrives pa to mater (du bgr memorere begge disse):

An = J((n—{n))?) = {n?) = (n)?.

Her kan vi na regne ut

(n?) = Zn = (1422+3%+---+62)
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Dermed blir usikkerheten i n (altsa roten av det midlere kvadratiske avviket fra middelverdien

ved et terningkast)
An = /91/6 — 3.52 ~ 1.71.

(Se figuren pa forste side.)

Kontinuerlig sannsynlighetsfordeling
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Figuren illustrerer en kontinuerlig sannsynlighetsfordeling, hvor = f.eks kan veere posisjonen
til en partikkel, og

P(z)dz = [¢(z)[dz
kan veere sannsynligheten for a finne partikkelen i intervallet [z, x 4+ dz]. Da kaller vi P(z)
for en sannsynlighetstetthet (sannsynlighet pr lengde-enhet blir det i dette endimensjonale

eksemplet). Siden partikkelen har en eller annen posisjon, skal den totale sannsynligheten
vaere lik 1:

/ P(x)dz = 1. (normering)

Forventningsverdien av posisjonen (tyngdepunktet av fordelingen) finner vi slik (analogt med
beregningen av (n ) pa forrige side):

(z) = /xP(:c)d:c.

Videre er

<x2> = /$2P(l‘)dl‘,

osv. Fra disse kan vi finne usikkerheten Az = ((22) — (z)%)V/2,

Oppgave 1

Betrakt (den endimensjonale) bglgefunksjonen W(z,t) = Ae Mele=™t  hvor A, X\ og w
er reelle, positive konstanter (og —oo < z < o0). Ifglge Borns sannsynlighetstolkning er
|U(z,t)[*dz sannsynligheten for & finne partikkelen i intervallet (z,z + dz), forutsatt at ¥
er normert.

a. Skissér |¥(x,t)|? som funksjon av Az. Bestem normeringskonstanten A. ' [Hint: Bade
bolgefunksjonen og sannsynlighetstettheten er symmetrisk med hensyn pa origo, sa inte-
grasjonen kan forenkles.|

'Merk at for n >1 fglger det ved delvis integrasjon at

o0 (oo}
Iz [ aretdo— (e F - [ na i e e = nla
0 0
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b. Finn forventningsverdiene av x og z?, dvs (z) og (z?).

c. Finn usikkerheten for # (Az = y/(22) — (z)?). Merk av punktene (z) — Az og
(z) + Ax i skissen for |U(z,t)[?, for & illustrere hvordan Ax representerer “spredningen” i
x. Hva er sannsynligheten for a finne partikkelen utenfor (usikkerhets-)intervallet mellom
de to punktene?

Oppgave 2 Fotoner mot et vindu

En elektromagnetisk bglgepakke — bygd opp ved superposisjon av planbglger med frekvenser
v i et lite intervall fra vy — Av til vy + Av — faller inn mot et butikkvindu. Ved hjelp av
Maxwells ligninger, med dertil hgrende grensebetingelser, samt brytningsindeksen n(yvy) for
glasset, kan en regne ut at bglgepakken ved mgtet med vinduet deler seg i en reflektert pakke
og en transmittert pakke.

Ftter: <@ -—enidNzim-- ‘*"A:[mf\-'“ —>

La oss si at energi-innholdet i den reflekterte pakken er 4% av energien i den innkommende
pakken, og se bort fra absorpsjon i glasset. — Hva skjer nar ett enkelt foton med energi
hyy sendes inn mot butikkvinduet? [Hint: Hent inspirasjon fra diskusjonen av dobbeltspalt-
eksperimentet med lys; se Tillegg 1.]

Oppgave 3 Grunntilstand og 1. eksiterte tilstand for harmonisk oscillator
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Det fysiske systemet vi tenker pa i denne oppgaven er en endimensjonal harmonisk oscillator:

En partikkel med masse m, pavirket av kraften F, = —kx. Dette svarer til et potensial
(=potensiell energi) V(z) = $ka? = tmw?z?, der w = ,/k/m er vinkelfrekvensen for den

klassiske harmoniske svingningen.
I den kvantemekaniske behandlingen av oscillatoren spgr en forst etter egenfunksjonene
() til Hamilton-operatoren for oscillatoren,
. =2 hZ 82
=1Ly V(z) = ——— — + tmw®2?,
2m T
dvs funksjoner som oppfyller egenverdiligningen H v = FE1, der E er en konstant som vi
tolker som en energi-egenverdi.

Da Iy =1, innser vi herav at

o0 oo
— n,_ — _ — n, —axr . —
In:/o z"e *dxr = n! og In(oz)_/0 e dx = prESE (n=0,1,2..).
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a. Hamilton-operatoren H har én egenfunksjon pa formen
¢0(ZE) = 006_5m2.

Bestem [ og energiegenverdien Fy. [Hint: Begge disse storrelsene bestemmes ved innsetting
i egenverdiligningen. Av de to lgsningene for 3 gir bare den ene en bglgefunksjon som gir en
fysisk akseptabel sannsynlighetstetthet. Hvorfor?]

b. Bestem konstanten Cj slik at 1o(x) er normert. ? (Merk at du kan velge fasen til Cj fritt,
f.eks slik at Cj blir reell og positiv.) Lag en rask skisse av sannsynlighetstettheten [¢g(z)|?,
og merk av de klassiske vendepunktene for partikkelen, dvs de punktene hvor F =1V for
den aktuelle energien. Ansla ut fra skissen sannsynligheten for a finne partikkelen i det
klassisk forbudte omradet, dvs der hvor V(x) > Ej.

c. Vi skal senere vise at egenfunksjonen y(x) svarer til grunntilstanden (tilstanden med
lavest mulig energi) for oscillatoren. Egenfunksjonen som svarer til den nest laveste energien

viser seg a veaere
2

U (z) = CLze P,

Finn den tilsvarende energiegenverdien Fj.

Oppgave 4 Grunntilstanden i H-atomet

a. Vis at den kulesymmetriske bglgefunksjonen

Aregh?
_ —r/a — 0
Y(r) = C e ( = )
er en egenfunksjon til Hamilton-operatoren
= = h? —e?
H=K+V=—-——-V"+
2m, dmegr

for hydrogenatomet [dvs vis at Hi(r) = E1(r)], og pavis at egenverdien E (energi-egenverdien)
er som angitt i ligning (T1.26) i Tillegg 1. Laplace-operatoren i kulekoordinater er

? 20 1(82 0 1 82>

V2 —+ =< | =5 +tcotld — +

"oz T ror 12 \09? 90 " sin’0 02

b. Vis at nar ¢(r) er en energiegenfunksjon med energien F, slik vi fant ovenfor, sa er
W(r. 1) = p(x)e

en lgsning av den tidsavhengige Schrodingerligningen for H-atomet,

h— = HU.
"o

c. Visat C = (mal)™"/? gir en normert bglgefunksjon.

/ e dy = 7w/

— 00

20ppgitt:



