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TILLEGG 12

12 Magnetiske momenter. Spinn

Hypotesen om elektronets spinn (indre dreieimpuls) ble framsatt alt i 1925 av
Uhlenbeck og Goudsmit, omtrent samtidig med Heisenbergs og Schrodingers for-
muleringer av kvantemekanisk teori og oppdagelsen av Pauli-prinsippet. De vik-
tigste eksperimentelle ledetradene som forte fram til spinnhypotesen var

e Finstrukturen av optiske spektra

e Zeeman-effekten

e Stern—Gerlachs eksperiment
Alle disse effektene har noe a gjore med hvordan en partikkel med spinn og/eller
banedreieimpuls oppforer seg i et magnetfelt.

[ avsnitt 12.1 i dette tillegget skal vi forst se pa det magnetiske momentet fra
en ladet partikkel i bevegelse, bade klassisk og kvantemekanisk. Deretter gar
vi gjennom eksperimentet til Stern og Gerlach, som indikerer at elektronet har
en indre dreieimpuls (spinn). Vi gir ogsa en oversikt over spinnene til andre
partikler.

I avsnitt 12.2 etablerer vi en formalisme for spinn %, basert pa den generelle
diskusjonen av dreieimpuls i Tillegg 11.

12.1 Magnetiske momenter knyttet til banedreieimpuls
og spinn

12.1.a Klassisk magnetisk moment

(Hemmer s 178, 1.5 i B&J)
Forst litt klassisk elektrodynamikk.
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I elektromagnetisk teori (se f.eks D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, kapittel 6)
leerer en at en infinitesimal stromslgyfe plassert i et magnetfelt pavirkes av et dreiemoment

T=pxB (T12.1)

og en kraft
F=-V(—uB). (T12.2)

Her er p det magnetiske (dipol-)momentet til den infinitesimale strgmslgyfen. For en
plan slgyfe som omslutter et areal A er dette magnetiske momentet

p=IAn=IA,

der I er stremmen og n er enhetsvektoren normalt pa slgyfeplanet.
Samme sak observeres nar en liten stavmagnet plasseres i et magnetfelt.
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Denne pavirkes av et dreiemoment

. 0 0
7(a) = —pBsina = —%(—MB cos ) = —%(—M-B). (T12.3)

Merk at denne relasjonen er analog med F,(z) = —0V/0x. Ligningene (T12.2) og (T12.3)
viser at det magnetiske momentet p plassert i magnetfeltet B svarer til en vekselvirkningsen-
ergi

E, = —puB. (T12.4)

Nullpunktet til denne potensielle energien er valgt slik at £, er lik null nar p 1L B, og
maksimal (og positiv) nar g og B er antiparallelle. Minimum har vi nar p er parallell med
B; det er slik magnetnala helst vil peke.

i
I

,/ =g (<o)
L

Enda et eksempel: Figuren viser en partikkel med masse m og ladning ¢ (< 0) som
holdes i en klassisk sirkelbane i et sentralfelt V' (r). Ogsa denne danner en strgmslgyfe. Med
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baneradius r, hastighet v og omlgpsfrekvens v = v/(27r) er strgmmen I = qu. Dette gir
et magnetisk moment
lwl=1A= qLW’Q = Lgrv=Lqlr x v|
27r 2 2 '
Det magnetiske momentet knyttet til ladningens sirkelbevegelse er altsa proporsjonalt med
banedreieimpulsen L =mr X v :

q
By =g L. (T12.5)
Forholdet ¢/2m mellom disse to stgrrelsene kalles det gyromagnetiske forholdet.
La oss ogsa ta med at for en slik klassisk bevegelse vil L og p; ikke veere bevegelseskon-
stanter, dersom bevegelsen foregar i et magnetfelt. Fra Newtons 2. lov samt (T12.1) har vi
nemlig at

dL
S =T=mxB=—LBxL=w,xL (T12.6)

Fra denne ligningen folger det at at L (og dermed p;) preseserer. Presesjonsfrekvensen,

w, = -1 B, (T12.7)
m

Med disse klassiske betraktningene som innledning skal vi na se hva kvantemekanikken har
a si om disse tingene.

12.1.b Magnetisk moment fra banebevegelse — kvantemekanisk

Ut fra den klassiske sammenhengen (T12.5) ser vi at den kvantemekaniske operatoren som
skal svare til observabelen p; (det magnetiske momentet knyttet til banebevegelsen) ma

veere
p,=—L=—rxp (T12.8)

for en partikkel med masse m og ladning ¢. Som et eksempel kan vi se pa “smultring”-

tilstanden '
Y11 = —(64mal) V2 r e/ gin § €'
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for hydrogenatomet. Denne er en egentilstand til L. med egenverdi h. Ifglge (T12.8) er den
da ogsa en egentilstand til

7 z = a° LZ7
(L) o,

med egenverdi —eh/(2m,). (I dette eksemplet neglisjerer vi forskjellen mellom elektron-
massen og den reduserte massen.)

Det er instruktivt a se litt neermere pa dette eksemplet. Sannsynlighetsfordelin-
gen er smultring-formet og selvsagt tidsuavhengig, som for alle stasjoneere til-

stander,
1

p211 = 64mal

Inne i denne smultringen gar det en sannsynlighetsstrgm. Denne finnes fra forme-
len for sannsynlighets-stromtettheten:

r2e’/% gin? g,

h 0 10 1 0
j = Re [¢*— V| ; V=6—+8¢-—+8e;— —.
. elw m 4 0r+ 97‘8(9+ ¢rsin00¢
Her ser vi at komponentene av gradienten i 7- og f-retningene gir imaginaere
bidrag til hakeparentesen, og dermed null bidrag til j. Sannsynligheten i smul-
tringen strommer altsa i ¢-retningen. Innsetting gir
h 1

re /% sing = €pP211 " — ——-
me 7 Sin 6

N
=e
. ¢ 64ra]

Ved a sette j = po11v  kan vi regne ut den lokale hastigheten til sannsynlighets-

strommen: )
_ a1 a

= — = ac——.
P211 M rsing rsin @

Her er r sin § — avstanden fra z-aksen — selvsagt typisk av stgrrelsesorden Bohr-
radien ag, slik at hastigheten er av stgrrelsesorden ac, som vi kunne vente. Men
legg merke til at denne strgmningshastigheten er variabel; det er ingen “fast
smultring” som strgmmer rundt z-aksen.

Sannsynligheten pd®r i volumelementet d®r svarer til et impulsbidrag pd®r-mv =
mjd®r og et ladningsstrgm-bidrag —ejd®r. Det forste ser vi ogsa slik (siden (p)
er reell):

()= [ L vudtr = m [ e V*@Z@Wl #r = [mid'r

Forventningsverdiene av L, og (1), kan regnes ut pa tilsvarende mate, og resul-
tatene blir som forventet: Da (r x €,4), = rsiné, har vi

h ]
(L. >211 = /1/};11 (r X 7 V>z ¢211d37’ = /(r X meJ)zd3T

= /rmej sinf d’r = /hp211d37" = h,

0g

—eh eh
dr = .ed.
oM. /P211 r om. q.e

€

<(/’LL)Z >211 = %/[I‘ X (—Gj)]zdgT =
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Dette eksemplet illustrerer ssammenhengen mellom banedreieimpuls og magnetisk
moment for en ladet partikkel.

Som illustrert i dette eksemplet innebeaerer operator-relasjonen (T12.8) at det magnetiske
momentet p; knyttet til banebevegelsen blir kvantisert pa samme mate som banedreieim-
pulsen. Dvs at stgrrelsen og en av komponentene kan ha skarpe verdier samtidig. For et

elektron (med ¢ = —e) innebeerer dette at stgrrelsen kan ha verdiene
e
= L| = I(l+1); 1=0,1,2,--- T12.9
|l’l’L’ 2me’| “B (+)7 y Ly 4y ) ( )

mens f.eks z-komponenten kan ha verdiene

e

(1): = =5 — Lo =—mpup; m=0,%L£2,-- £l (T12.10)
Me
Her er stgrrelsen "
= 26 (1 Bohr-magneton) (T12.11)

den naturlige enheten for det magnetiske momentet til et elektron, analogt med at h er den
naturlige enheten for dreieimpuls. [1up = 5.788 - 107 eV /T (esla).]

Vi kan ogsa merke oss at kvantiseringen av L, og (1), svarer til en retningskvantisering,
dvs bestemte vinkler mellom vektoren p; og z-aksen.

2

~M
I

E -

Ellers kan vi merke oss at siden L og p; ikke er klassiske bevegelseskonstanter i et
magnetfelt, blir de heller ikke kvantemekaniske bevegelseskonstanter. Med dette mener
vi at forventningsverdiene (L) og ( p; ) ikke blir konstante. Disse forventningsverdiene vil
faktisk presesere akkurat pa samme mate som de klassiske storrelsene.

12.1.c Stern—Gerlachs eksperiment. Elektronets spinn
(Avsnitt 4.4 1 Griffiths, 1.5 1 B&J.)

I et homogent magnetfelt pavirkes det magnetiske momentet g bare av dreiemomentet
T =p x B; kraften F=—-V(—u-B) er da lik null, og det magnetiske momentet ngyer
seg med a presesere omkring B, slik vi diskuterte ovenfor. Stern og Gerlachs ide i 1921 var:
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La oss forsgke a male det magnetiske momentet til et atom ved a sende en strale av slike
atomer, avgrenset av en tynn horisontal spalte, gjennom et inhomogent magnetfelt og male
avbgyningen. Med et inhomogent magnetfelt som antydet i figuren fas nemlig en vertikal
avbgyning (i z-retningen), dersom vi lar stralen ga der hvor feltet peker vertikalt. Dette kan
vi vise ved a regne med en enkel modell for et slikt inhomogent magnetfelt:

B = aze, — (By + az)e,,

der a = —0B,/0z er en passende konstant. Du kan lett kontrollere at dette feltet er
divergensfritt (V-B = 0), slik alle magnetfelter er. Kraften blir na
F=V(uB)=V(uaxr —p,(By+az)) = a(p€; — p-€.). (T12.12)

Her ma vi na huske pa at p preseserer hurtig omkring B-feltet, dvs omkring z-aksen. x-
komponenten i, er derfor i middel lik null, og gir ingen avbgyning i z-retningen. Vi far derfor
en avbgyning i positiv eller negativ z-retning, bestemt av kraften F, = —au,. Malingen
av avbgyningen er derfor en maling av u,. (Merk at u, er konstant under presesjonen.)

I 1921 (for kvantemekanikken) ventet Stern og Gerlach at retningen av atomets mag-
netiske moment |p| skulle veere tilfeldig fordelt (0 < a < 7). De ventet derfor a finne en
kontinuerlig fordelt avbgyning, som skulle svare til en variasjon av p, mellom —|u| og +|p|.
Hapet var at de ved a male den maksimale avbgyningen (for « lik null og 7) skulle kunne
beregne || ut fra hastigheten til stralen, atom-massen, lengden av magneten og parameteren
a.

Etter 1925 har kvantemekanikken laert oss at en maling av p, ma gi en av egenverdiene
(ifplge malepostulatet). Siden retningen til g og dermed g, er kvantisert ifplge (T12.10), ma
vi derfor vente a finne en kvantisert avbgyning. Dersom den totale dreieimpulsen til atomet
er heltallig (dvs gitt av et heltallig dreieimpulskvantetall [), skulle vi da vente a finne 2[ + 1
diskrete avbgyninger, altsa et odde antall bilder pa “skjermen” av spalten i figuren ovenfor.

Men eksperimentet viste noe annet: Stern og Gerlach (1922) brukte en oppvarmet gass
av sglvatomer (Z = 47). Resultatet var to striper pa skjermen.

— i

Observed Classically predicted
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Et tilsvarende eksperiment med hydrogenatomer, utfort av Phipps og Taylor i 1927, viste
ogsa to striper.

Spinn og magnetisk moment for elektronet

(8.3.3 i Hemmer)

Forklaringen ble funnet av Uhlenbeck og Goudsmit i 1925, og er egentlig den samme bade
for Ag og H, men er enklest a forsta i hydrogentilfellet: Selv med [ =0 har elektronet i H-
atomet et magnetisk moment pg, som er ansvarlig for avbgyningen av banen til H-atomene.
Dette magnetiske momentet er knyttet til en indre dreieimpuls hos elektronet, det sakalte
spinnet S. Som alle dreieimpulser kan spinnet karakteriseres ved et dreieimpulskvantetall,

som vi kan kalle s, slik at |S| = hy/s(s+ 1), og slik at z-komponenten kan ha verdiene
S, = mh, der mg=—s, —s+1, —s+2,---, +s.

Dette er analogt med at m = L,/h har verdiene —I, =l + 1, = + 2,---, +1 for et gitt
banedreieimpulskvantetall [. Fra diskusjonen av generelle dreieimpulser i Tillegg 11 fglger det
at et spinnkvantetall generelt er ngdt til a ha en av verdiene s = 0, %, 1, %, 2, ---. Antallet
mg-verdier er 2s + 1, analogt med de 2l + 1 verdiene av L,.

At vi far to diskrete avbgyninger i Stern—Gerlach-eksperimentet ma vi da tolke slik at
2s + 1 er lik 2 i dette tilfellet, dvs at spinnkvantetallet s for elektronet er lik % Elektronet

har altsd spinn &, som vi sier. Dette svarer til |[S| = fiy/s(s+ 1) = hy/3/4 = 0.866 . De

27
to mulige verdiene av det magnetiske kvantetallet for spinnet er da m, = :I:%, som svarer
til S, = j:%h. Disse to tilstandene kalles hhvis spinn opp og spinn ned.

Eksperimenter viser at det indre magnetiske momentet knyttet til spinnet er

— g, —8S. T12.13
Hs =G - ( )

Her er faktorene foran S produktet av det gyromagnetiske forholdet vi hadde for elektronets
banebevegelse, og g. som er en dimensjonslgs faktor. Ngyaktige malinger viser at denne er

ge = 2 x 1.001159652187 (£4) (gyromagnetisk faktor for elektronet), (T12.14)

hvor usikkerheten (14) ligger i siste siffer.
De to diskrete avbgyningene i SG-eksperimentet skyldes altsa at malingen bare kan gi to
mulige verdier for p,, S, og F.:

eh
2me

me=+3:  S.=43h (s): =395 = —39ekn,  F.=—au. = j9. aup,
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me=—35:  S.=—3h, (us).: = +5gepn, F.=—ap.=—3g.aup.

Med a >0 ser vi her at den gverste stripen svarer til maleresultatet S, = —i—%h (spinn
opp), mens den nederste svarer til S, = —ih (spinn ned).!

Spinn ofp

12.1.d Spinnene til andre partikler
(8.3 i Hemmer)

Protonet og ngytronet

Hva med protonet som utgjor kjernen i H-atomet — har ikke ogsa dette spinn % og et

magnetisk moment? Svaret er jo, men det viser seg at det magnetiske momentet er mye
mindre enn for elektronet;

e

My =559

S, (gp = 5.59). (T12.15)
Her er altsa den naturlige enheten for det magnetiske momentet

Uy = ;Z = 3.1524515 - 107® eV /T (esla) (1 kjernemagneton). (T12.16)
P

Vi legger merke til at den gyromagnetiske faktoren g, = 5.59 for protonet avviker ganske

mye fra faktoren ¢, &~ 2 for elektronet. Dette har a gjgre med at protonet er en sammensatt

partikkel, bygd opp av to u-kvarker med ladning ¢ = 2¢/3 og én d-kvark med ¢ = —e/3.

Ogsa ngytronet er en sammensatt partikkel (én u og to d), og da er det ikke sa rart at det

far et magnetisk moment,

f, = —3.83 i S, (g, = —3.83), (T12.17)
P

selv om det er en ngytral partikkel.

Med H-atomer eller sglvatomer fra en “ovn” blir det en 50/50 fordeling mellom gvre og nedre strile;
sannsynligheten for & male spinn opp er altsa like stor som for & male spinn ned. (Dette holder ogsa om en
vrir magneten, slik at det er en annen komponent av spinnet som males.) En sier da at primeerstralen ut fra
ovnen er upolarisert. Etter passasjen gjennom det inhomogene magnetfeltet kan vi derimot si at atomene
som er havnet i den gvre stralen er fullstendig spinnpolarisert; de utgjor et ensemble som alle er i tilstanden
“spinn opp” (og tilsvarende for den nedre stralen). En Stern—Gerlach-apparatur (karakterisert essensielt av
et inhomogent magnetfelt) kan derfor brukes bade til & male spinnkomponenter og til & preparere ensembler
med veldefinert spinn.
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Det er et viktig poeng at p, og ji,, er en faktor ~ 1000 mindre enn f.. Atomers oppfgrsel
i magnetfelt bestemmes derfor i hovedsak av elektronene. 2

Hvorfor far vi bare to diskrete avbgyninger ogsa for sglvatomene? Svaret ligger i at
46 av de 47 elektronene i sglvatomet befinner seg i en kvantemekanisk tilstand som svarer
til at bade det totale spinnet og den totale banedreieimpulsen for disse 46 elektronene er
lik null. Det ytterste elektronet (nr 47) er i en s-tilstand (I = 0). Dermed utgjores det
samlede magnetiske momentet for atomet av det indre magnetiske momentet til det ytterste
elektronet (akkurat som for et fritt elektron). (Et eventuelt magnetisk moment til kjernen
kan vi se bort fra, fordi dette uansett vil veere stgrrelsesorden en faktor 1000 ganger mindre

enn ftg.)

Spinnene til andre partikler

Elektronet og dets antipartikkel positronet er bare to av flere sakalte leptoner (partikler
som ikke vekselvirker sterkt) som alle har spinn % Dette gjelder bade myonene pu* (med

masse m, = 105.66 MeV/c?) og 7 (m, = 1777 MeV/c?) som er et slags tyngre utgaver av
elektronet. Slektskapet understrekes av at ogsa g-faktoren for myonet p~ er tilnsermet lik 2:

—e
P = O g Su; (T12.18)
g, = 2 x 1.0011659160 (+6) (gyromagnetisk faktor for myonet). (T12.19)

Spinn % finner en ogsa hos de nesten masselgse ngytrinoene, v, og 7., samt tilsvarende par
av myon-ngytino og -antingytrino (v, og 7,) og tau-ngytrino og -antingytrino.

Fotonet kommer i en seerstilling fordi spinn-komponenten langs bevegelsesretningen bare
kan ha verdiene +h. Dette henger sammen med at fotonet er masselgst. Beslektet med
fotonet er de massive “vektor-bosonene”, W+ (My, ~ 80.4 MeV/c?) og Z° (M, ~ 91.2
MeV/c?), som alle har spinn 1, og som sammen med fotonene sgrger for “formidlingen” av
de elektrosvake vekselvirkningene. Spinn 1 finner en ogsa hos gluonet, som formidler
de sterke kreftene. Gravitonet, beereren av gravitasjonskraften, antas a ha spinn 2.

Alle de gvrige partiklene er hadroner (med sterke vekselvirkninger). Disse kan deles i to
grupper. Den ene er baryonene (p, n, A, Q- -), som i likhet med ngytronet og protonet
er tre-kvark-systemer. Siden kvarkene har spinn %, folger det fra reglene for “addisjon av
dreieimpulser” (som vi skal komme tilbake til) at baryonene har halvtallig spinn (1/2, 3/2,
osv). Den andre gruppen er mesonene (7, K, p,w, - - ) som er kvark-antikvark-systemer, og
som derfor far heltallige spinn (f.eks 0 for m-mesonene og 1 for p-mesonene).

12.2 Formalisme for spinn %

(Hemmer 8.3, Griffiths 4.4, B&J 6.7-8)

2Det finnes unntak: I kjernemagnetisk resonans (NMR) er mye av poenget at koblingsleddet —u-B mellom
det magnetiske feltet og kjernenes magnetiske momenter er sa sméa at de svarer til energier i radiofrekven-
somradet.
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Hva spinnet ikke er

Uhlenbeck og Goudsmit bygde sin spinnhypotese i 1925 pa en klassisk forestilling om et
roterende elektron, med en viss utstrekning og ladningsfordeling. Moderne spredningseksper-
imenter har imidlertid vist at elektronets utstrekning, om den er forskjellig fra null, ma veere
mindre enn 107'® m. Dessuten har det vist seg umulig & lage en modell med roterende masse-
og ladningsfordeling som gir en beskrivelse av elektronets spinn og magnetiske moment. Vi
ma altsa konstatere at elektronet framtrer som en punktpartikkel, og at spinnet og det mag-
netiske momentet (med g. ~ 2) ikke kan forstas som resultatet av en “materiell” rotasjon,
som vi kan forestille oss klassisk og som kan beskrives ved hjelp av en ordinzer bglgeligning og
bolgefunksjon. Det er forbeholdt banedreieimpulsen, som bare kan ha heltallige dreieimpuls-
kvantetall, i motsetning til spinnet, som tydeligvis ogsa kan veere halvtallig. Merk ellers at
egenspinnet s til en gitt partikkeltype ikke har noe valg, i motsetning til banedreieimpulsen.

Elektronet, f.eks, er ngdt til a ha s = %, slik at |§| = hy/3/4 (dag ut og dag inn). Sa ogsa

pa denne maten skiller spinnet seg fra hva vi ville vente for en ordinger rotasjonsbevegelse.

1

12.2.a “Stigen” av ket-vektorer for spinn ;

Selv om vi altsa ikke riktig ”forstar” hva spinnet er for noe, har vi en fullt brukbar teoretisk
modell i den abstrakte vektorformalismen for dreieimpulser som vi kom fram til i Tillegg 11,
i den forstand at vi kan regne pa prosesser der spinnet spiller en rolle, og forutsi resultatene
av eksperimenter.

Utgangspunktet er (T11.38) og (T11.39), som for spinnet (med J=S,ogmed j=s= %)
tar formen

§|Lm) = i |Lm),
S, |%,m> = hm |%,m) om= j:%, (T12.20)
De to egenvektorene er
3.+5) =1+3) =[+) =[1)  (spinn opp)

0g
s —=l-=l-)= (spinn ned).

Merk at vi kan velge merkelapper etter behov og bruke f.eks bare m eller bare fortegnet til m;

daer s= % underforstatt. Disse to vektorene danner en basis av ortogonale og normerte

vektorer; de er de eneste egenvektorene til den Hermiteske operatoren S,. Tilstandsrommet
for dette halvtallige spinnet er altsa et todimensjonalt vektor-rom, og utspennes av en stige
med bare to trinn:



TFY4250/FY2045 Tillegg 12 - Magnetiske momenter. Spinn 11

0
3 7S+ ﬁ/sz
sl )s).

L -LO L]

Stigeoperatorene §+ og S_ tar oss opp og ned i stigen: Ifglge (T11.52) har vi (med j = s = %)

A=12

72>

-

Sy |m) = n\/@ FTm)E+tm) Im+1), m==+l,
eller eksplisitt:

§+‘+%>:0 ; §+|_%>:h’+%>§

S |-3Hy=0; S_|+hy=n|-1). (T12.21)

2

Fra disse formlene ser vi at
S2iEhy=0 og S |tly=0. (T12.22)

De to siste formlene er spesielle for spinn % og skyldes naturligvis at vi har en ”m-stige” med
bare to trinn.

Merk at sa lenge vi betrakter spinnet isolert, dvs ser bort fra andre frihetsgrader for
partikkelen, sa danner de to vektorene |—|—%) og ]—%> et fullstendig sett; spinn-rommet er et
to-dimensjonalt under-rom av Hilbert-rommet. Fullstendighetsrelasjonen for dette settet er
(jf (T10.29))

S Imy(ml = |5 (+5] + [=1)(=1| =1, (T12.23)

Denne enhetsoperatoren kan vi bruke til a utvikle en vilkarlig vektor | x) i det todimensjonale
spinnrommet:

X) = Do Im){mlx) =3 (m[x)|m) = (+3]x) [+3) + (=3[x)[-3)

m

= ai|+3) +a_|—-3).

Normeringskravet for vektoren |x) er

x) = (xl-1x) = (af(+51+a* (=31 - (al+3) +a|-3) ) =lasP+]aP=1.
(T12.24)
Merk at koeffisienten (eller projeksjonen) a, = <+%|X> er sannsynlighetsamplituden for
& male spinn opp (S, = k) og etterlate spinnet i tilstanden H—%> Tilsvarende er a_ =
(—3|x) amplituden for & méle spinn ned.
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12.2.b Matrise-formulering. Pauli-matrisene

(8.3 i Hemmer, 6.8 i B&J)

Ket- og bra-vektorer representeres ved sdyle- og rekkematriser

Det er noksa vanlig, bade for spinn % og hgyere dreieimpulser, a lage seg en matrise-

representasjon for vektorer og operatorer, med de 25 + 1 vektorene |j,m) (der m gar

fra j til —j) som basis. I spinn-2-tilfellet representeres da den generelle vektoren |x) av

2
sgylematrisen

( éj—éiii ) _ ( “r ) - (T12.25)

som vi ganske enkelt betegner med y, og som kalles en spinor. Basisvektoren |—|—%> repre-

senteres av sgylematrisen 3
+51+3 1
()= () = (r126
2113

) _ ( (13 ) _— (T12.27)

Disse kalles gjerne Pauli-spinorene, etter Pauli, som konstruerte teorien for spinn % i11925.
Vi merker oss at disse er ortonormerte,

XZ’XE = 56,6'

Den adjungerte av ket-vektoren |x) = ay|+1) +a_|—3), som er (|x))" = (x|, rep-
resenteres ved den adjungerte matrisen (transponert og komplekskonjugert), dvs ved
rekkematrisen

x' = (af a¥).

Normeringsbetingelsen ovenfor kan da skrives pa formen

a
o= (@ ) (0 ) = a1

Operatorer representeres av 2 x 2-matriser

Siden vi her bruker egenvektorene til S2 og S, som basis, ma disse operatorene veere repre-
sentert ved diagonale matriser; jf diskusjonen av matrisemekanikk i Tillegg 10 (avsnitt 10.4):
Fra (T12.20) finner vi ganske riktig at

(m'|S?m) = 31 S O (m/|8.]m) = hm Sy,

3Merk: I litteraturen ser en ofte at det settes likhetstegn mellom vektoren |y ) og sgylematrisen eller
spinoren x:
a4
()

) =x=(,"

Det forste likhetstegnet skal egentlig leses som: "representeres av”.
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eller
3 10 3 1 0
2 _ 9p2 _ 232 1 _1
S° = 47‘1 < 01 ) = 4h il og S. = 3h ( 0 1 = ;ho.. (T12.28)
. “ ” ++ +- .
Merk at matrise-elementene er “nummererte” etter mgnsteret L , og at 1 na

star for enhetsmatrisen. Merk ogsa at diagonalelementene er identiske med egenverdiene, og
dermed med de mulige resultatene ved malinger av S? og S.; en maling av S, kan bare gi
—l—%h eller —%h, uansett hvilken tilstand spinnsystemet befinner seg i, slik vi ogsa var inne
pa ovenfor.
For a finne matrisene for de gvrige operatorene tar vi utgangspunkt i (T12.21), som
projisert pa |+3) og |—1) gir f.eks
(S4)++ = (+3]54+1+3) =0

og (S4)s— = (+315¢]—=3) =h.

Slik finner vi at stigeoperatorene §+ = 5}—}—2’5@, og S = §z—i§y representeres av matrisene

0 2 00
1 =1
Sy = 2h< 00 ) og S_ 271( 9 0 > . (T12.29)
Ved & addere og subtrahere disse finner vi til slutt matrisene for S, og §y:
0 1 0 —i
S, = 1 ( 01 ) “lho, og | S,=1 ( ) ) ~lho,  (T12.30)

Her ser vi at matrisene S, og S, blir ikke-diagonale, noe vi matte vente, da S, §y og S,
ikke kommuterer, og vi har valgt egenvektorene til S, som basis. For a fa litt gvelse med
disse matrisene bgr du na kontrollere egenverdiligningene

S, X+ = £3h xu, (T12.31)

som svarer til (T12.20), samt relasjonene
Sy x-=h x4,

Sy xe =0, OSV.,

som er matriseutgavene av (T12.21).

En liten oppgave: Kontrollér at disse matrisene oppfyller [S,, S| = ihS,, dvs
at de oppfyller dreieimpulsalgebraen.

En liten oppgave til: Vis at matrisekvadratene S, S7 og S? er like. Hva
forteller resultatet om de mulige egenverdiene for S, og Sy, og dermed om de
mulige maleverdiene?
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Lgsning: Dersom du kvadrerer matrisene (T12.30), vil du finne at

52

Sy =157 = 7= S2, (T12.32)
Dette innebaerer at egenverdiene til S, og S, er :I:%h, akkurat som for S,. De mulige
maleresultatene for z- og y-komponentene av S er altsa de samme som for S,. Dette er
noe vi matte vente, ut fra symmetribetraktninger: Vi star jo helt fritt i hvordan vi velger a
orientere koordinatsystemet vart i forhold til det fysiske systemet, og da kan det ikke veere
noen forskjell pa de mulige maleresultatene for S, og S..

Pauli-matrisene. Regneregler

For a forenkle notasjonen er det vanlig a regne med de dimensjonslgse matrisene

01 0 —i 1 0
O’x—<10>, 0y—<i O> og UZ_(O—l)’ (T12.33)

som kalles Pauli-matrisene. Vha disse kan matrise-representasjonen av spinnoperatoren S
skrives som

S = %ha’; o =¢e,0, +¢e,0,+e,0,.
Egenverdiligningene (T12.20) tar da formen
o X+ =1x4, o, x_=—1-x_. (T12.34)

Med tanke pa framtidig bruk tar vi med noen regneregler for Pauli-matrisene. Dreieim-
pulsalgebraen [S,, S,] = ihS, svarer til relasjonene

(04,0, = 2i0,, osv., (T12.35)
som ved hjelp av Einsteins summekonvensjon 4 kan skrives pa formen
0i0; — 00; = 2 €ijk Ok, (T1236)

der den sakalte Levi-Civita-tensoren er definert ved

1 for ik =123, 231, 312,
gk = —1 for ijk =132, 321, 213, (T12.37)
0 ellers.

Ved direkte regning (eller fra (T12.32)) ser du lett at

05205203:<é 2)5]1. (T12.38)

4Vi bruker her Einsteins summekonvensjon: Nar en latinsk indeks, f.eks. k, forekommer to ganger i
et ledd, er det underforstatt at leddet skal summeres over k, fra k=1 til k=3. Eksempel:

3
akbk = Z akbk.
k=1

(Forekommer en indeks mer enn to ganger i et ledd, har vi gjort en feil).
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Det er ogsa lett a overbevise seg om at matrisene antikommuterer;
0,0y + 0y0, =0, osv.
Jf relasjonene (T12.22) som betyr at matrisene S, og S, oppfyller ligningen
SZ SS + (S8, + 5y5;) = 0.
Disse relasjonene, som kan sammenfattes i formelen
0i0; + 00, = 20;; 1, (T12.39)

er spesielle for spinn 3.

Ved a kombinere (T12.36) og (T12.39) finner vi at
0i0; = 0;; 1 + i 0. (T12.40)
Fra denne kan vi utlede fglgende relasjon, som gjelder for vilkarlige vektorer a og b:
(o-a)(o-b) = 0;a; 0;b; = 0;;a;b;1L + i €55 a;bjoy,

dvs

(0-a)(o-b) =abl +io-(axb). (T12.41)

Spesielt har vi for a=b =mn (der n er en enhetsvektor):
(on)(on)=nnl=1. (T12.42)
Merk at relasjonene (T12.38) er spesialtilfeller av denne, og at den svarer til

h2 10 h2
AN\ 2 .
(Sn)° = T ( 01 ) =7 1. (T12.43)

Denne er en generalisering av (T12.32), og matte forventes ut fra symmetri-argumentet
ovenfor; uansett hvilken komponent S-n av spinnet en velger a male, sa ma resultatet bli
%h eller —%h.

12.2.c Spinnretningen
(B&J s 311)

Pa tross av at formalismen ovenfor tar utgangspunkt i abstrakte Hilbert-vektorer (som
ikke har noen bglgefunksjonsrepresentasjon), kan vi bruke den til a regne ut alt som kan
etterproves eksperimentelt, dvs vi har en fullgod teori for spinn. Vi kan f.eks beregne
forventningsverdier som ( S, ) ved fglgende oppskrift (som vi som vanlig kan kalle “sandwich”-
eller “hamburger”-oppskriften):

(S.), = (xIS:1x) = x'S.x. (T12.44)

En liten oppgave: Vis den siste overgangen, med utgangspunkt i

(X1S:1x) = (x| 1+ 8. - 1 |x) = Y (x|m)(m|S.|n)(n|x).

mn

[Hint: Sett (m|x) = am, slik at (x|m) = a’* ]
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Som et eksempel kan vi velge tilstanden y, = ( (1) ), som gir °

(S.) = X Saxs =xh 3hxy = in,

(5.0 = s =aon(§ ) (o) =0

(S,) = XLSyX+=<1,o>;h(‘j ‘5)<é)=0-

(S)=1h(c) =lhe..

1
2

Dette er grunn god nok til a kalle denne tilstanden for spinn opp. Retningen av (S ), som
altsa er (o) =€, =2 idette tilfellet, kan vi kalle spinnretningen. Derfor bruker vi ogsa

notasjonen
1 0
X+=<0>E><z, X—=<1>5X—27 (T12.45)

der spinnretningen (o ) brukes som indeks.

spinn opp: X3 spinn ned: Y _;
(o) =12 z

— N>

Disse tilstandene er illustrert i figuren, som er helt ekvivalent med den vi brukte for bane-
dreieimpuls i Tillegg 5. Som for banedreieimpuls har dette bildet begrenset verdi. Det gir
korrekt [S| (= h\/3/74) og S, =43k, samt S2+4S2=82—52=1n% Bildet kan ogsa
(til ngds) minne oss om at forventningsverdiene av S, og S, er lik null for begge de to
tilstandene 4,
<S:D> = <Sy> =0.

Svakheten er at det kan fa oss til a tro at retmingen til S er en observabel, og det er den
jo ikke, fordi komponentene ikke er kompatible; de kan ikke ha skarpe verdier samtidig.
Vinkelen arccos(%/ \/%) = 54.7° eller 125.3° mellom S og z-aksen er altsa bare en annen
mate a uttrykke at de to mulige verdiene for S, er :i:%h, sammen med den faste verdien

5(S.) blir lik 27 fordi x4 er en egenspinor med skarp S, = 1h. At (S, ) og (S,) blir lik null er ikke
sa rart. Det ville veere merkelig om (S ) skulle peke skjevt i forhold til maleretningen z etter prepareringen
av tilstanden .
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S| = h\/g . Dette er samme type retningskvantisering som vi fant for banedreieimpulsen
i Tillegg 5. Nar vi sender spinnet gjennom Stern—Gerlach-magneten i avsnitt 12.1.c, er det
disse to tilstandene det har a velge mellom (uansett hvilken tilstand det er i for malingen).
Dette valget bestemmer om kraften peker opp eller ned, og avgjor om partikkelen havner i
gvre eller nedre strale.

Men en SG-magnet kan ogsa vris. Anta at vi vrir den 90 grader, slik at det er S, som
males istedenfor S,. Hva slags tilstander far vi da for ensemblene i “gvre” og “nedre” strale?
Malepostulatet svarer at spinnet da ma velge mellom egentilstandene yi¢ til S,.

En liten oppgave: Sett y = ( Z > og lgs egenverdiproblemet
a a
() =<(3)

Fasiten er at egenverdiene er i%h (de samme som for S,) og at egentilstandene med spinn-
retningene X og —x er hhvis

Xz = ;5 ( 1 > og X—x = \}5 ( _11 > . (T12.46)

der e er egenverdien(e).

Tilsvarende er

1 1 1 1
Xy = ﬁ ( i ) 0g X-y = ﬁ ( _ ) , (T12.47)

med de samme egenverdiene. I disse spinorene har vi valgt fasene slik at gvre komponent er
reell og positiv.

Generelle spinn-%-tilstander

(Hemmer s 178, B&J s 309)

Ovenfor tenkte vi oss en fysisk rotasjon av SG-magneten og dermed av de fysiske til-
standene i de to stralene. Dette kalles en aktiv rotasjon. Na skal vi i stedet tenke oss en
sakalt passiv rotasjon, der SG-apparaturen hele tiden beholder den opprinnelige fysiske
orienteringen, mens vi tenker oss at koordinatsystemet vris. Det som er “opp” i apparaturen
(den opprinnelige z-retningen) blir da en enhetsvektor

n=xsinfcos¢+y sinfsing+ z cosd (T12.48)
med retningsvinkler 6 og ¢ i det nye koordinatsystemet:

m (Copp’ s St -app)

0



TFY4250/FY2045 Tillegg 12 - Magnetiske momenter. Spinn 18

I dette koordinatsystemet er spinnretningene for spinnene i den gvre/nedre stralen (o) =
+n; de fysiske (malbare) spinnretningene star fast i likhet med apparaturen.

Sett fra det nye koordinatsystemet foretar vi na en maling av spinnkomponenten S-n.
De to mulige maleresulatene og de fysiske tilstandene er selvsagt uendret, men matrise-
representasjonene av disse tilstandene endres, fordi det nye koordinatsystemet svarer til en

ny basis; Pauli-spinorene
1 0
X+ = 0 0og X- = 1

svarer til spinn opp og spinn ned i forhold til den nye z-retningen.
Disse matriserepresentasjonene, som svarer til spinn opp og spinn ned i forhold til n-
retningen, bestemmes av egenverdiligningene

SThxin=d3hx4en <  ONxin =+ Xia (T12.49)

Vi kan ngye oss med a lgse egenverdiligningen o-nys = xa. Visetter xa = < Z ) . Denne

spinoren skal oppfylle egenverdiligningen

(on—1)xa = (oung+oyny,+o.n,—1) < Z )
_ i —ig
- (W G5 (8) e
Som du lett kan sjekke er bade nedre og gvre komponent i denne ligningen oppfylt for
(cos@ —1)a+sinfe b =0,
dvs for '
b 1—cosf ;5 sin 20 ¢

Z - . T12.51
a sin 6 ¢ coS %9 ( )

Dette komplekse forholdstallet mellom nedre og gvre komponent er faktisk alt vi trenger a
vite om spinoren. Riktignok inneholder de to komplekse tallene a og b fire reelle parametre,
men normeringsbetingelsen |a|?> + [b]> =1 reduserer antallet til tre, og én parameter kan vi
la veere fri, idet vi trekker den ut i form av en felles fasefaktor, som er uten fysisk betydning.
Eksplisitt har vi fra normeringsbetingelsen:
b2

sin? %0 1
— — 1 + —
a

— 14 —
cos? %9 cos? %0’

Ja?
dvs
a = e'“ cos %9 ,
der fasen « er fritt valgbar. Dermed blir

b ) )
b=a—-=¢e" sm%@ e,
a

slik at

1
Xa = e"“( cos 50 ) , (T12.52)

sin %9 e

der den valgbare fasen « er uten fysisk betydning.
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En liten oppgave: Vis at den andre tilstanden x_5 (med spinn ned i forhold
til retningen n) kan skrives som

, i L  _ginlge-id
Xﬁ—em< sin 50 >_€m < sin ;0 e ) . (T12.53)

— COoS %0 e Cos %9

Det er flere mater a ga fram pa: Du kan (i) skifte fortegn pa egenverdien i
(T12.49) og (T12.50) og gjenta prosessen ovenfor, eller (ii) bruke at x_5 ma veere
ortogonal pa ya. En tredje metode er (iii) a merke seg at denne tilstanden har
spinn opp i forhold til retningen n’ = —n, som svarer til vinklene ¢ =7 — 0

og ¢ =op+m.
Noen flere oppgaver:

a) Vis at for en generell normert spinor x = ( Z ) er

(0.) = x'x = Re(2a™b),

(0,)= Sm(2a™b), (T12.54)
(02) = lal*—[b]%,
slik at spinnretningen er
(o), =% Re(2a™b) +y Sm(2a™b) + 2 (|a* — [b]?). (T12.55)

b) Vis at lengden av den reelle vektoren (o) er lik 1. [Hint: [Re(a™b)]? +
[Sm(a®d)]? = [a*b]* = [al?[b]* ]

¢) Vis at retningen til (o ), bestemmes av det komplekse forholdet b/c. [Hint:
Sett utenfor en faktor |a|> = a*a.]

d) Kontrollér at (o) =n for tilstanden x4, ved a sette inn a og b fra (T12.52).

e) Finn (S) for tilstanden yy ved hjelp av formelen (T12.54).

Som en konklusjon pa diskusjonene ovenfor kan vi sla fast at en vilkarlig spinor y = Z )

svarer til en veldefinert spinnretning ( o ), og at x er en egenspinor til ( o )-komponenten av
S:

()-8 x=3hx
Merk at bade (o) og x er entydig bestemt av det komplekse forholdet b/a (modulo en
fasefaktor for x).
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12.2.d Presesjon i homogent magnetfelt

(8.3.5 i Hemmer, 4.3 i Griffiths)

Et homogent magnetfelt B = Be, vil ikke splitte en partikkelstrale slik Stern—Gerlach-
magneten gjgr, men det vil likevel pavirke spinntilstanden, via vekselvirkningsleddet —pu-B.
Dersom vi ser bort fra elektronets banebevegelse og neglisjerer alle andre vekselvirkninger,
dvs betrakter spinnet isolert, sa reduserer Hamilton-operatoren seg til dette koblingsleddet:

H=-Bfi--B <_gee s) = wS = ws., (T12.56)

Me
der
geeB
2m, ©
Vi starter med a merke oss at siden Hamilton-operatoren er proporsjonal med S, sa blir
egenfunksjonene y; til S, na energiegentilstander, med energiene

Ei = i%hw

grunntilstanden x_; 1. eksiterte tilstand x;

Tilstanden y_; har (u) parallell med B-feltet, og er derfor grunntilstanden, med energien
E_ = —%hw. Forste (og eneste) eksiterte tilstand har spinn opp og derfor ( ) antiparallell
med B-feltet.

Til disse to energiegentilstandene svarer det to stasjonaere tilstander,

Xe(t) = e P My = TPy, (T12.57)

I disse stasjonaere tilstandene skjer det ingen ting, sa ( ) vil vaere parallell eller antiparallell
med B-feltet hele tiden.
Ser vi derimot pa superposisjonen

a e—iwt/2 a
X(1) = aox+ (8) +box—(t) = | 7 aips | = , (T12.58)
bo@ b

sa er dette en ikke-stasjoneer tilstand der saker og ting vil skje. Om vi for enkelhets skyld
velger ag by reell, blir
* * iwt
a b= ajbye™”.
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Innsetting i (T12.55) gir da
(S), = 3h (o) = 3h[e.(2adby) coswt + &,(2agbo) sinwt + &.(|agl* — |bo|*)] . (T12.59)

Her ser vi at (.S, ) er konstant (uavhengig av t), mens

d d
%<Sx>__w<8y> 0g £<Sy>_w<3x>~ (T12.60)
Dette viser at (S) (og dermed ogsa ( p)) preseserer omkring z-aksen med vinkelfrekvensen
B i(S)—<.¢,v><<S> i( ) =w X () (T12.61)
de AL a '

Merk at dette er helt analogt med den klassiske presesjonen vi fant for det magnetiske
momentet side 3 [se ligning (T12.6)].

-
w

T - x>

P
( \\

~J

En liten utfordring: Bruk formelen (4.19) i Hemmer for tidsutviklingen av
forventningsverdier,

(Fy=+ ([H,F),

til a vise formlene (T12.60).



