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2-4: Hamitons pri.nSLPp_-for teke - holonome

systewer
Ha.r “'.‘AL ne. fom'tSo.‘& holonome fﬁn‘naer: f(;':)"--,;‘;,t) =0

Kwe do., meJ J \\o‘.onome -F;Svia\jer Lm-fp!re n =3N- J 3ener¢bsev’&£
koordi-vxa{er k som alle er wke%e HMLL‘\:OV\.S

‘;MSLPP,
€1 - SSLG. ‘g, )4 = 0,
ldet fram &L
=
x 2 4 "L _
dt E\(Qgh at ra_o,)gak o, @

Som w\eJ W\\ehaiﬁe gq'h Sw os$ Ldﬁrmjes L’.sni.usee -
2L L
- ;gg IR 0 R=1,2,~,n

For ikke -holonome sss'te.ner er ddie alle &"'h uw\\e;ﬁiae.

He- me'l:seﬁ‘,er wL 0.": A’-l(l(e-ko‘.owome ‘Fﬂﬂ)\dCr Ren skv\'.ves=

® :% o, dg, + apdt =0 L=4,2, m
Koef{isientene @y, o9 o, ken gemerelt ashenge ar g oy t.
Kon na ke konstruere vuciede baner med forskyominger som
oppfaller farimsbetingelsene ®  (bevises ke her !).

Kon derimst  Ronstruece varied bene fre vickeliq bane  ed
sirtuelle  forshymninger Sq, , som da mi oppfyle

< _ Husk: §t ke inmolrert; wirtuelle
kzg} O-pre gqh =0 forskyen. ved -Fa.s't)‘t -\
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Breker ne ( L&jruaes metode wmed wbegtemte VoeFF«-swvd:cr).

Ho.r w \231\. Sown h\rer- Jc..jes \“gd en koeﬁ::.s(,gnt 19‘ s

Y\

7\.‘_ %\ 0w 8-‘}5. =0 S 1,_’ l‘_(ﬁ-;‘ﬂ Stnere.l'.t
2 m N
= S‘c\*— EF‘XL“L\‘S% =0 ®

Antar wdere ot Hamilkons prinsipp o9st gielder for e -
\l\o\pvs.ow\e S&S‘\:emer. Kou da \\o\n&u\eﬂ. @ over wed @ s.2Y:
L L
S&’C M - & g * 2 Myt ) 3 = 0

Her er ddke alle g, warh. =5 ke e sette ()= 0 for clle k

> +— —t >
I 2 coeeee =M A=wel oeoee n h
s v 2 e - o -
waarh . deke woarh. bundet av E—n oy gq-k =0

Men w hor '4\.,_ +l wir Ji.syosi.s\')ow \ Vd.aee dem skk ot

A _ 4 2L
qﬂ-k d qik ¥ Z’A.LQLk O ') k=“,—mg.1)......’“.

Stér de &3‘)@\. wed
2 N=mw ™A
_4 "L
{at E__:\ Qﬁ-k T at oy, LZ-‘\ ')\.‘_Ou) 8q, =0
Her er alle Sq_k varh, = ke selle ("~)= 0 'Fcr k=4,2,~ n-m
Dermed: -
CRG T Mt =0 5 kA2

Har nd wem ‘*l{\e'\'t?- v 3% 9 Al . Her egsd nvm
"“3“‘) Ao L‘j"‘-'nt‘i:y\ o4 W 'Fﬂrirﬁ.'.\iﬂ%er (@ s. 2‘!) g
z I q-k 0 =0 5 L=12,wm



Eks: 'Rmﬂ som ruller P et skriplﬁ.v\.

ﬁ Te qen. koord: %, 6
4 = -Fzri.nss\ae.'ltt vdb = dx (Nu-ebet)

Anto ot ringen lGigger o pE toppen ued x=0.

T=1iIMx" +EM 8

V=Mg(h-x) sing (L= planets langde)
= L=T-V = 2Mi* +TME 8" - Mg(h-x) sing

én. fﬁrbssstnt. P én “{ﬁnhﬁs‘;.ﬁ.\u; :

z L)
g:\a'kqm*'o‘t = o‘x;‘*aee’*'o‘t:O @
Scw\mev&'ﬂn&nﬁ MQA rd6=c\x, alks& ;(-Pé =O) 39"
=1, ag=-r, 0,20

L 2L
e Lcsruﬂes b'&"“ 2_1‘“ “f{(jzk * ')\.a.k - O) {lz,- ot

QL _ . 2L _ .

ﬁ-Ms‘m?)ff’b"‘ = Mk, Bl =5 }Q=x

|

= Mgsinp ~Mx +2 =0 @

L _ d 2L _ . _

QB-O)dt%a‘—MrtG) 'A.O.b——rl%ﬁ=e
2

=>"'Mr‘é-3. =0 @

Hor 3 \JI:‘)&\":E) X,e 6q 7\.) og S ‘5-3%01-) @,@ 0q @



2%,

Ta c%E Pg. bcjse sder ar rBO=yx =V“.é".;<, som

mnsdk. L @ gir MR = -A, som ek L @ g
% '-'-La_ssbnq) , X=-Jz‘.M3 Sing

S8 - £ = -2_3; Sin @

e Ned -Fri.\‘s\"ovssl.,rs ﬂu"‘"“j ned skrlplanct er selu-s«s‘t o.b.seleﬂ.ﬂom
X Uk gsing, & X er aks? hepoten si stor ved
Fu-m.mﬁ sown ued suvwas (V B -rtro.us. * "ht-)

"Dax=§f=v3;=‘?3;¢“? s
L
K\rc\\r = T gsing de
o o

= v, = ‘Js’. Sin @ ved buanen aw P‘a\et

* KO.!\ skr'u.re -A = Mré ) ©9 UL wnser «'t -l‘stsi.ncf
er {ﬁﬁ»ﬁskraffen som &szr d‘_ n'nseh. besamer H "O'tefe

For't.s'\tt Pa A er her Mfl;j 3 « boka er \fdﬂt O.°=Y‘
09 o, = -4 , Sow au' A= "‘i_MS Si.n?. Men 'fssd‘he“ blie

sebrsc:;t den semme !

Merk ot W her her brukt wmetoden PZ et eJLSen‘;eL wed
M {:""‘“33"3 ken vere \wemH:shessoﬂ ﬁsz de '
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2-5: Fordeler wed \ro.ri.c.s‘:\ows?ru\.stpf

° ’Pri.nsi.we‘t éer mes‘\: “3'&"'3 nar wman kan -Flme én Lcam.-\ae.-
‘fUMLS\'\ow L l-dtra\d: wed M.\r\nersiﬂe. \Aoov-&iad:er) olks?
for holonowme sss'l:e.mer

* Metoden Unrolrecer lun T oq V, som er 'ngi.ske
s‘\:arve\.ser \Lw‘v\ensiﬂ o koor&i.wc.{:u-c.ld . HEL! 'Fumu.\.eruseu
er dermed outowmetisle ineariant m\\f. \rda or koordingter.

* Fra -Fmr hedde v ot L er ubestemt m‘r\P. 4.:!&.5\) on
o dF/dt der F= F(q_,t). Med Hamilkons
Prinsipp  Som basis e~ dette i.w\lﬁse.w:\e. :

sg‘ &F ¢ = SF@®)-SF®) = 0
HL de‘t Jke er noen \ra.ri.c.son ~ e.NJerH:ene.

. \;::“_ anrende wetoden i gt groner o fysikken .
St _ 1 .2 1 . o 9
L>% ? Lig, *2 ﬁﬁMjk %% '?‘f&: *}LE&(")"Q
.2
63: =+ JZ‘RJ Q...\ (t\ustrujonsfmku'm)
Lnav-b.sgs Uﬂm&mﬁgr Bl
N EMh R Y R
Ko beskeire : i) sss‘\:e.m or elektrske keetser koblet wia
qiensidige induktanser My (g & elekbask lulnw@

2) SgSteM o~ WNeSSér 03 'FJQrer sowm. Be\rtser ses A Ui.Skﬁst
edium (q_ s 'posu:\oner3.
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2-b: ?)eu-arel.sesse‘tni.naer oq ﬁmme“:ri.ﬂe.n.s\zaver
Med w -Fn'.he'tSJﬂ-.Jer' wll BmaolusLan vare mn Juffl'du som
er o Q.oeden L tide. LRSSBL\».J uwneb are~ iwkan{\oner P h&s\

= Wk 2w inte gresjonsbonst.  som lan besbemmes fre inibidl -
'Odknae.LSese. ’ JJJ‘, s‘Ecr'twerJa« 'fﬂ 3-1 o Q,.‘ ?-n.

O-F‘bz u_@.g M\:e.resser't L -F.lls'bcnc‘-j lﬂfm&uj 3 ('l:) ,J=1 N,
Vn.\('bacu 2 kunne beskrive sﬂsteme“:s beu-esc.l.se Seneceui

(beu'eso.\,Sens nes “) A fom aur MSLOU'Qr oq samne.":ri.-
eqenskeper.

Ante S:)S*‘.em o Pukt"“-‘s" - P°t°""“L v som luan er wh&j

o posi.ssov\ev\e .

2 .t L2 .
W, - %, %, G sz m e g v )=mx = p,,

Med 3m~.lz.sec-'\:e koovrd. q..-' defénerer w den SCnCr&‘i.Scrte,

evt. w) evt. Ee_v“\:a& LNPU.L‘QF\ som

= L
LT Y

HV\—S ?o'\:e.\swlil', e \M.s{:-jkd‘_s mL\Q. Jus ’ U\l b.&n.ow..i L \MP»LS
T@re -(:urs(%clhs f*c wmekenish Umpols
Eks: 'Pc.r'b'.\t\.er v eLe‘A'E!'Omaanc.'b.SL 'Ftu'.

L=3$3m r - 29, ¢ + LAY (se s42)

- oL _ . .
= Pin T W, mXo o+ A FE omox,
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Hu' én gakhsk (“ i.snorerbu-») \LoorJLMt % dersom L
ikke inneholder Q-i.- Derwed er GL/GQ-L =0, 2y L'ﬂ““ﬂ“

an. bl d oL .
La at 2. fE?:.':?:."‘O

Alksi: P, = konstart wir g, e syklisk

3 Kamowisk mPuLS tilherende {3\(‘»\( koordinel er bem't

Bks: E.m. felb wed & oq X Mu-\\ensis o K.

Do er L ossz. Mo.r\. o X = ¥ e~ SS\QL.S(( l&.oofACv\at

= P, =%-lf = wk +3A, = lkont,

wens melanisk C.M(ml.s wmx ikke er bewert.

Skhal wa. se warmere 93. bew.rimaslo\rer L fm-k. wed
b-c.ns\n.g\‘)on. % m‘tas\'\on) Sunt bo.v-dru\a owr c.nersi. .
Trus\n.s'sg_v;_

Ser \;2. en 9en. koord. q'.'\ som er sk ot clq_s bd:ar 'b'«stosjon
owr hele SSStehe't A en v'e.'tm.nj s

"
p.‘,»
b
"
=1
N
1—,
1
™
~7
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Anto. konservativt SgS‘l'-e\m, V= V(Q.)
4 9T @t _ Q (&el.clee celt for

Logrange & Z& 2% ey = G holonomt system; se .9
Hasbineter | oq decmed T, uPawke‘t ar & Fhitte origo -7’“ =0
> =0 = ZF. % SZER =R

ma.o Q) = komponecten ar totel keft T langs
Do T=1ImT {1 p=2L = Tm? T

Fro. 5. 9 a?;/ai. = ’3?:/99_

ﬁ’?aimr ﬁ-:aZW\u- =“._‘{;

)

m.0.00 P, er \LomPomn":en or totel linear us\wls:s la..\as-v:
Alkso. : ‘i).i = Q..) er be\reael.s«kjn. fur totd. linea- i.n(wls

“Mmq,ersskh.sk ml% @%{ j‘O >=f3-o

Dvs: ’Be\ro.ru\ss‘.ow {or l:.near unPuLS ) Sow {um\g‘\: -Fﬁ’r,

?Ota.ﬂow.

Ser Pé en gen. keord. q, som er s\;.lc ot dq_ be.%r m’(‘ﬁﬂo
ar hela sastamd: ov-\kmﬁ en okse n

Mecl SGimme o.rsmen‘\:ec- sSom over 'Flr wL tﬂjex\



Alksa. : -

Qj er \ﬁom‘)om"lew o Jmmmfe‘t N st -v:

& ¢€r Wﬁa‘keh oar dw&m‘m\,&m -\: lu.ss "

e ik er g = -W/og =@ = RN =0, o

-

R‘ =-V:'L er be.m‘t

Huls .

4

Generelk: -
Huls sssieme*: er inrariant oueffor ‘Ercnskijon, ec P konstol.

\ v-o‘t«.s\iow ) €r T: ‘ﬂowS":a.h't
M\&v\mﬂ m‘to.sov\sa.\&SeV\.

( KAJ.ESSMMQ'EV{SL SJS{'CM =)-|.: =l(onst.) |



Bevacelse aur energl

Ah:ta ot w her L=L(Q.:.,¢.;‘;_,":) oq V’V(Q-,,\ 5er‘>2c3".lg-'.

Ene«:L-Fm\x.gjonm: H(q_,é,’c\ = ? %-.% -L

. d L
- S =-%

Ada L=L0g:,4), des 3 =0

Dervad: a‘f({:%%'; 'L)= 0

For homegen funksjon. ar wite grd gjelder Eulers teorem:

T ?375; =nt

T er homagen o 2.9ed + T 4G = Thmg = 2T
(‘Da syst. ec konsernctist ) e p, =2—; = %}—

= H=AT-L =27T-(T-V) = T+V = ‘to‘taLenevai.
AEsE : s 2L /2t =0  er den totale eneyien bevut
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KAP. 8: HAMILTONS LIGNINGER |

. Laﬂrmaes ‘LJW‘.V\&C( er ekviralente wed Hamilbons ("‘3“"‘3"3
Aerfor u\aen. " {350.\&‘( U\.U'o\u'ev-'t - kun en.v\ﬂ me.tcAe

Hamilbons wmetoder akke bedre enn Lcﬂranse-ﬁrmd£8men
wmed tanke pé direlcte Lﬂswuﬁ onr melcaui.thmbLuner

HML&O“S P"OSCA&"Q wmee \re.leﬂne't .Pa auc{re oerJer

s fysilken, fieks. innen kvantemekanckl og stat. mek.

’ An:\;ar n.:. hoLoV\.ome. SSS'\:ew\er 03 Movs.osem‘.ske
krefter, dus V=\/(q)) wt. U=U(q,§) stk ot

QL = —'6\)/345_ + aégfau/éi‘_ (J-fr e.m, fe(t)

3-1: Leaenclre":ru\sformas\"oner 03 ‘HML&MS Be.u" L’.sn.

Log r&naefomuleﬁ.v\aen :
@
Med w -Fn‘.hd;sarder : fﬁ ?5%: = %&. =0, i=42yn

Hor n 2.ordens diff. b‘.sninaer; -(:u,(ls'be.dﬂ lgsms krever An
tialbet., feks. vedier for 44, b ved entid Ey
evt. verdier -Fr %, % ved to +ide- t, og .
Sss"ceme'l:s tilstond spesifiseres ved et Pur\u: ¢ det
n-dimensionole Euilsu_g{)onswm\et wed aksec g .
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H Mdi;onfo"mul.erb\sen :
Li&wi&&&r or L. orJé—n . Frewmdeles 2n i.v\i.‘bld.u)e'tinsel.ser
= me ha 20 L.ordens bﬁwnaer °q 2w wkenacse varisble

Ssstavse“'.s '\:»Ls'\lmtl sPesL-FLSereS ved et Pw\.ltt L de.'t
Ln ‘Auv\ev\s\;\omlo. _-{:G.Se.rommg.t med &kSer q_‘-' q9 Y.,

der :
Pi. — (aL gﬁ ) q'; ) t\
24, ’

¢t =42, n

Shsrv-el.sene %, P kalles hanov\i.s}ze VAria ble .

Mtenatisle uwmelomrer overganqen fre \-‘;3'*'59-‘ +4
\-\amﬁbn{onudmj ot Wi endrer varisble L ukre ‘F*'*{P“":
o (g Bl Cq,pt), med p =3L/9g, .

Tl dette 'b‘%stf w Leae.mlrc.'b-a.ns -Forma.s.\’)anen I

Generelk om Lesenclre“:rus-f.:
Anta ot W hor en -rw.ltﬁon -F(X,ﬁ sble ot
df = wdx +v43 3 u.-‘-gf/sx ) u_="3f/93

Dwsker & forandre basis -Fv-a (x,j\ el (u,s) skk ot
Cli.{fel‘ensf.&lzr ‘u.m-&b.&e.s ved du o) ds -Befi.ncr

g™ ¢ -ux
= da =d.F -u,dx—xdu, = u.dx-nrds—udx -Xdu
=udy -xdu ; pt ensket form !
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X &g v er ne fumhsdonerwmﬁgz
X=‘g3/9u. ) U’=03/33

Lese.wdre‘b‘us{ brukes mye A 'termoclsmmb‘«kem .

Eks: En‘to-lfi.ew H er fwn'ﬁ-s\ion. osr e.v\":ropi,en S oq
'Evakl(e‘l: P [i. boka brukes X i.s":eJe":-fw K1

? 9
BT, %y

= dH = TdS +Vdp

R=H (S) P\ '\3&‘3 ‘F‘r ,‘_se“";rgPLske °q Lsobariske prosesSer,
Dersom en omsker & beskrire isotemmiske °q isob ercshe
?rOSGSSGf’ -b"“ﬁ" en keﬂer en 'FM'/{‘OV\ o -'—‘3 P

Lescdn‘\:rw{.% GQ=H-Ts
= dQ =dH -TdS- 84T
=TdS -\-Vdp -TdS - SdT

« Na‘turk.s” Lejewdre‘\:rms{ormasjon "-‘or evxd,n‘.vﬁ ous
voriable -G»c. (q., ﬁ,,“:} +til (q_,v,‘t) :

H = pq-1L
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Hamtltonfmksjone.nﬁ H = H(q.,f,t) = P:.q.-:, - L(q')i)t)

Dbfferensi.erer ( med Swv\mekwe,nsjon H su-mmar over S\Sev\'ta'&'.e

indeliser ) : . %‘i’ dq, *+ %’% dp, + r%t‘i dt

Fra cle-[:o:n;sjomevi guerst f&r W
. . 2L ?L ., L
dH = g, d':,-_ +p.de; - 29, d9; - %, dg, -3t dt

Eterom P = §F , forsuinner de to ddine med d; . Videre
har Wi -Fra. Lcﬂrmbes Llav\. ot

. . L
dH = q;dp; - pd9. - B dt,
0q i ken skvive ned Hamikons kanoniske \.'\Gub\aer:

é. L= (a?i, y - ‘.Di = %i' (2n Lordens ksuusser)

3 -l;..U.g& har i
-9
Vanliq prosedure & Hamillon formelismen =
1. Konstruer L =1(q,4,%)
2. 'De-Fi.v\er kanoniske iJnPu-LSer P = (%%:;_
5 Kowstruer H=0.9: =L 3 her e H 'F'"\l“J”‘ o Q—>é-’f’ °3-):

1. Bengt ?L=%i tl 2 fime §; som -letsjm Y (q.,P,-E)
5. Eliminer deretker é,;, -fra- H ik & H= “(Q.; P,t)

’D&r&ef‘ kn.v» H behﬁ‘&zs 'Elz. VSQ de. kA.nov\LS‘te belr%elsesuan.



Eks1:

Partikkel i sentralt krc.f_‘l_:fg.(_t

Bruker L(\A,Le—l(oordom‘&r’, Q'L = (r, 9, tp). V=V(r)
F z Zsinedcp
' o rd®
: v
; v t+db)
T4
N
X
T=%m = zM(;‘t “"‘25‘“39"?1 *e éz) y L=T-V
Bruker p; = ?; il & diminere 3, fra H 2
Pr = a7

oL
"M\-, Pe = ;56"!1\7'9,?? QQ-MrSmecp

FPH=pq - T+V

— +w“-7'.e1 -\-Mr"s'u%eep "Iih\rz-‘zwﬂ‘e -IMV‘SU\BQ
+ V()
=T +V
Lo B0 L1 Pe L. 2 Pe
= . . 2
2
- T )
sl (e, B

-_— =

e B R - vo

Har vist ot H'—"\:o‘l:alenerji_ T+V, ajui.. her 3reid
a uﬁ:v&k\ee H <om Mgop ar de kanoniske
vorialle (4,p) = (58,0, f., Po, Pe)



Eks 2: Partikkel © eh.\z'\:romasne‘\is\z fe,&«.

Jkke konservativt S&S'\:m:, L=T-U, hyer U=q_¢-q‘z-:

Potensiclone oy _P: awkenaer o v oy t.

Husker fro tidligere ot F 3 -3t = 0 er cppfutt med
deme L.

L=T-U=%mvs -q_¢+q,A\r =L(x,’”)

AV\'-\:& \(M“:eSt.S‘ee koordm«i‘gr (Scm“: Sumelaomrensdon )
L_=’§:mx ¥, +qA %X, -gqd

= mia + g_A;_

=2 H=p % =L = (mx, +qA) %, - Twmx X, - A %; +99

u’tﬁu&er ’.(i, ved P. ¢ ;( —'“(Ps Q_A)
@“( b)Po,.t) = Q.M(Pt- %A\(‘Pt Q-A) +q<b
- m($-¢13 "‘Q.‘b
der mr\\enﬁ;a\m:\:u\ avr X os‘\: liﬁﬂa- L _A’ eq ¢
Hus ne (A ¢) er \‘W’\"e‘\ﬁ'ﬂe our "Z bl QL =0
05 C‘ﬁﬂnea _ % o

)



