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KAP. 3: TOLEG EME PROBLEMET
SENTRALE KREFTER

3-1: 'Reduksﬁow +il et ekiivalent e'&oteﬂggne?rou.em

To leqewer = b fuhé‘tSSM.Jer
= b uarh, 3enerali.sev-'\’.e koord.

-ty
- o ml-‘:l * M,
Velﬂe" R = m‘*ma 63
- -

Q-
r=r-n

Avto konservativt system oq sentrale krefter
2 V=V(E), r=I7I
Lagrange funksjonen :
L=T(R,?) -V
Kinetisk eneqi: (se s.5)
T = ‘%‘.m\%z + ,_\.": - "im,(k+r') + M(R'f?')z
=L (maw )R + Lmd +Ew i R ad{(mr'+mr)

=L (mem)RS + T =

R G e N )
= 2."‘ m,-rm,_ 2™ \mm,

= Ji m, ma_-;-zz (M m‘l = ) " M2 22

‘-




Imfﬂfer _\:e___eri_m.e.ss& rk m, +m,_ (’:’I = 7“-; +

Dessuten : M=m, +m, .
Dermed: T =4MRE* + T' = TuR

= L =‘—1~:M.§n+"i}~:'2 -V = L(r2, R)
Ser ot R er syklisk keordinat (va L warh. ar R )

- ﬁ er konstant (eﬂen\:l.ﬂ Pr ’SE MR"‘O'\"'-)

Kan retk ) slett dmppe leddet ’JL.MR y 6q i hae recluse.‘-l:
‘to\ﬂﬂemeyro\o\nme‘t til et ekvivaladt e,fblnﬂemepro\:\nm :
L=T=-V = .%F_‘:‘!,' -- V(r)

3-2: ’.Be\reseLse_g_ li.ﬂni.vﬁene

Vi kan alks? betrakte en masse wm i et sentrdt ltm-FH-‘eH:.
Da sgsbme\'_ er ro‘ta-sjon.s sjmmo:\:ri.sk, ms total dreie-

im‘:ub Vre bem‘t :

T: =7 x -|; = kenstant (b3de ¢ sterrelse oq retni.n)

Kow bare varce oppﬁlt dedom T hele tiden lqqer &
plan. L [ < Sen‘\:ralbeveﬂel.se alksd allkid 2 ot plc.n.)

Virker ne ﬂ’—'helﬂ 3 velﬂe_. POlOrkoor'Am":.er sl a“: Pola.r-
aksen er porolledl wmed L

> ¢="7/2 = konst.
= std igien wed plame pelarkeordinater (r,©)




42.

L=T-V = Jim ( Pt ét) - V(r) [E‘“- ib,s.i"l]
*L(r,+,8)
oL

X O er g\di.s\:. keordinat O: Po = 2% =mr® er bevat
Den ene bewaebes\ijn. blir abksé :

ée = Zld‘E(“\"t.e) =0
meee = = Arei_g'un‘)ulse.us storrelse

Vi kan na u.mi.d.tlelbar“: bevise Ke.P\.e\-s 2. Lo\r, sowm siee
of radien sveiper over lke store arealer i lepet ow
ldne S'h:re ‘ELASrom.

(JB rd & rr
= A=%:8 = 2% fo = ket

F0rmu.\.er'\'_ ‘FO" Plane‘l‘.be\rescl.se) V had 1/ v, wmen 33(&3
*‘00 \ﬁlkz.rkj sev&ﬂ.l.bevejelso,.

Bertahan w. to er Lcjmnjes \Ays ¥0r koordinaten v :

ﬁ(m?—)—w\rél + %—:{ =0
4 2L _2L
at JF or



o . 43,
2 mr -med =§(V)

Elminerer & wa wmd =L > b=z ()

mr2
2

= wmr - mn;.s = f»(\‘) . 1.ordens c\i.f{\isn. bare -for -

Med konservutivt system hor i, © dillgq Hil L, at total
erera. E er en bereselseskonstont:

E = ‘lim(i-t-\-r"éz) + V(r) ®
[Km\ finnes ved direkte integresion. aur bevegelseslign. ; se Goldstein s}‘l]

Vi har to varicble, r g O, oq & u:laajs?uuld'.et to 2.0rdens
c(i,f-f. L:ﬁh. = me -Fore'tn. 4 mtesrc_‘oner -For < fi.nne r(-l:)
= e(t) Har oilerecle SSort 2 o‘.n":ejrcs;\oner, dec int.konst.
ble fastlagt ved hidp av L eq E. Det gqjenstic
utfere 2 intarasjoner -For ¢ lese de to L ordens hﬂnh.a«e .
La ess stacte meic\ @ y omskrevet U'.kj.a. @ :

-'im;'t +2m‘- +V =‘E

>+ svm(E-v- Youd)

> 4= - dr .
V2 (E-V- md)

La r(t=o) =Y, = minumum redins., Derwmed e dr > 0 nér dt >0,
oq \rdﬂet our +-J ..... -For Jr/«:ﬁ: er OK. Lgs“;‘,se,‘ blie:

"
dr
t = S - ! = tr; E,L Yo
Yo ]'.%: (e-V-2/2m) | (" ’ ’ )
Som kan Mr'tere.S, dik ot v finnee r(%).
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Med kiet r(B)  finer i B® @ wrd=1:
t

dt
Ae='.%5-— ) e(ﬂ'-‘-l&'f%@)— +0, e°=6(-t=¢§

Atksz Y iw rt-‘,jmskom‘\:an‘l':er L E) Q-') Yo ) B°

3 klassik mekenikk kunne v alternativt ha velgt feks.
Co, eo) ‘.-o ) éo SO\' ¢ BQS'he—hme ln'tearc.siouskonstﬁithe .

Men ¢ -f.e‘as. kvaritemekanik er wnitialrerdier av r oq S )
et v %) é) ““:\:e“' "‘e";“ﬁ” ( L hwet ‘F‘u' elle ‘F"" s"’"h&'.ji
ife -\-‘eisa’oags uk&rp\stbrel&sjoner ‘3 g Mens E oq &
fremdeles har 3«! mening . Derfor ‘F""‘“‘Fl:‘j < u'e!jo. Eosﬁ
his man ensker & diskutere cverqenqen wellom klessisle

mek, eq keartewmek.

3-3: Ekvivalet endimje_n_s‘:\.owalt problem

Som regeL ikke ml.s o Lgse i.vcl:ejrale_ne {or t oq e
wlj‘tisk. Men imnsikt kan o"n&s uten -Fu.ll.s'lrenéiﬁ
LUS!LL-\.S 5 ved & be.nsftc en enAunensJ'onaL AMLcsu ]

Vi hadde f.olgemle bex-v.seLses\i:r:.nau-.
m'é-m\-éa=f(f\ (="?TV,. 3 é=;%.‘t

Jwnsatk for B frvi: wr =4'0M=4@+ Q,’/m'}
» Newtons 2. lov for et endim. problem der en wmasse
m pavirkes or en keaft f'=f+ L/ e




0* _ (mr*B)* .2

TLU.eSSsla.AAet er: myd s = wmrb = M\T:/r

b %f\lﬁa)—\&ra(—\ ten
Au:ema:{:hrt kan ui be‘\:r&‘&“’—e e_v\e..-ai.en, s

3
2
=_\i o2 + _L -\-V(‘_)

mr T
3 som ek endim. peoblem wed potensiell eneryi
V'O =V + Lome?
Kraft coledet or V' ¢ {,' = -"%l = {+ f/mﬁ’
som stemmer med § fra forcige side.

Eks: Attraktic %&- - keaft

§A=-k/ > V() =-k/r

=> VI (r) - % + i_%—;z\ Senbifuﬁo.LbuﬁArev\.

E=%wme> +V'() > V'(D

wit + Tt B8+ V(D (6=L/me?)

Lo oss platte VI 5 &mp VB= 1+ Sm VB = -0

R
Vi@ .
\

%
\
N\ !'/ZMrz
A
N
ViU~




N

(0

Nar Ein-.-_ (@)

Hea wed enerqier E<O ?

(ke ngduuis Wbﬁn&)

Hus total enersl er E; >0
Partikkelen ken ikke kowmme.
narmere ewn T, (da Ex V).

Ingen sure gremse for r =

beu-ﬁelszu er ikke bundet.
Ve«&ermk't u-eA r=vr.

Skisse our ?ar‘ti-lnke'.banen s

( “3 perbe\,)

fa.— vl l&u-d..“‘.&.‘turt Sarvmme ‘l‘aye bevejcl,se.

(Parabel)

'BQUQSQLSCV\ er na M:

NEr &0,

I =

To VG'\ACPM‘&'EQP, V; os L P}

f=r =r
r=0 = sirkel
Min.punkt for V'
= §'=-Ne =0
2>¢=-wmb"

Dvs: gtre kro.Ft f bd.Ld.ni»efer
alckurat Sen:‘:ﬁ-pc"'_ol,kraf“:en.
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Eks: Harmenisk osc’;.Ua’b:r_
(D = -kr , v() = .’|: ket

1=0: Inqen dreieimpuls, rug, bevegelse langs rett linje

/ vi=v
: = Bundet, harmonisk
: , bereqelse; v &
-

Vl‘?

L*+0O:
4.
| 2
; / ] = = k2
\\ // Jq’_\&rt v z ke t Amr2
N ) /, E Bundet benael.se >
N
: \\%/ ' 2 r" é " s rz.
| /, \l\\ L/ZM\"‘L
.-.-.l—’AL” ! \“
L v 7 r
e "

?-;-(;." S §=-kx | §3=—k3

> to harmoniske oscillaborer som damner en uinkel
pe A0° wed hrerandre 5 Samme -P-e-kvens

= eUi.P'ti.s\‘ bane

EksemPLe.- : Sfarisk Pendel.
Li.sso.jou.fésuer ?3 oscLLLoskoPét,



34: Virtaltesremel

Generelt teorem, gyldig for wmenge ulike fysiske systemer.
Av stetistisk wotur: Hor & qjere med tidsmiddelet av

wlike stevrelser.

Aw‘tc- SSS'\Iem mea W\&SSQPM‘A‘\:er A PosLS;\oner : ) pZui.r‘Aet

¢

o 'Kre-F 'l:er E.-_ (Ln\d.. evt. -Fnrénssl«re'Fter).

’P)'-Artselses%nbﬂene (Nm{‘,o'\s 'Z.Lou;'. 't::;'.‘ = ‘f-::
Denner G = % E .-\:.

¢

DermeAﬁ
M- AT+ TRR

For Peri.oc\i.s\a Be\resche wed T= Ped_oclev\ : HS. =0

For ihlte—pe,rLoJE-S\{ bweselse med ev\cle.\.‘ﬂg -v": q .‘3:_ sa G er bejrense‘.tﬁ

Ym o HS. = O



3 loegqe bilfeller ftr ui:

-‘- - - -;—- .Z E. . ;-.. !ir(&l:l:&rmét

Eks.{: Jdeell qass

@ Volm V, N otowmer

Ekvipartisionsprinsippet = T =% NkT

E;_ et-u'esa\‘rapl:en: c“-:': = —P;{ dA ( P=‘|:13U\e":)
(..Aun qess = nterctomare ‘ut-F'lZer lean “‘ﬂl"ﬂ eres)

2 1z8.2 =--,‘;FS‘.:.;'4A =-&Pgﬁav = -2V
3

= PV = NkT 'Bosln.s lov

—

EkS.l : ko= - \A Vv

T = L TwV.¥
Acks & packidel i seobralfett: T = % v
ke videre Ve=ar™  (dos § o ™). De bl

A v =)V

> T - 8y
Hus n=-2 (uepu.ﬂpo...“, se neste kep.) :

T = -4V

His m= 1: V= o : T=V (Harmonisk osd.unfl:or)

49,



So,

-3 Kepl.er ?ro'o\.am e,t

Lo oss qa tilbake il ‘AaP. 3-2, med sentrde \w-e-g:er
pz 'Formen S—(r)=“2/r”, dus. Po‘\:ewsi.oL V(r)'—"-‘k/r.

ﬁnske.r 3. bes"czmme en par‘b-k‘(els bane A Aeﬁe Pdl'.e.nSi-d-Le—‘t,
dus. samnulvaﬂeu mellom r q .

Vi hadde + = VE(E-V-222m?) ,  (fremdeles gerereld V6
som kan skrives pid formen

dr
VE(e-v-1/2m)

at =

Jnforer dB wved & brke 6= L/m* > Ldt =wm’ d6

= 35 = £ dr
= "2
weNZ BV - 1 2met)
L % v
jBSv\u\S _ S dr
6= Yy ImE 2V g ! N e°
Yo * = =

Na 5Pesi,-§:i.serer w Po'tensutet , \ = 'k/" ) o9 substituerer
\L=1/r (=>du=-dr r") :

w d
8 = 6, -S — =
I-Q.ME -
w2 N7z + 1‘”‘1‘;“ -

Konstaden ©, er bestewt aux LV\L'LLLUDQ'},b\jO.LSQnQ . La oss
sette 9°=O) Som ":LLSUG.W o.t PoLa-\'M\(eln.n o] reqnes

e -For\\o\.A ’ol pet-i,\ne.L R du-s J.d’. Pu,ul("tg,'t \wor Par"l\(‘(elgw

er M!,rmes't Sex\,‘\:mm .



Jv&.e,sral.e'\l (8 m'&rsklte‘t -For e
b\teﬂro.l« med Ma\ﬂ'\is\& \Mshlns s

S dx

"rol--l-px +K‘x"-'
der

1

.\I_'.E‘

q = - day

er e,t S'LO.I\AOJ'C[
‘_ B+2px ]
arccoS | — J-;'

SMmlissnLns med forrise side +ilsier a't W wa U'Qlﬂe

ImE 2mk 2m 2e0*
? = ‘9':" y P58 ""'1)3-( )(1 wk*
Ly 2
= ﬁi’%:- 1+—Fu:—__' = %%—1
4 Vf-’-luxﬁ//s" ,1 D'f{:;
¢ A
I Y N
= 6 = = oarccoS = IELZ
V128
Jm{m‘er ekseujcrtstte‘t T E = 'J] M %
Dessuten “ banens po,ramefer ©op= /wk
DQTN\QA‘ = = arc co$s %( P/" —1)
= wsd = —é:( P/r -1) [CDS(X) = CoS(-X)-,\
=2 PL = 1+ cosB
P_
= = 1+‘5cose

Dette er et hjeslesu'tt wmed brempu.nld: A origo.

Vi see st ©=0 +tilsvacer r"“'..‘;,.':

S\,

p/(4+€) 5 perihel.



Vi ka.w ne hl.a.SSixFLSere ulike “:SPer baner :

g>] : ‘\gPerbel . ( E > O)
e=1: parabel ( E=0)
£ <4 ellipse ( E<0)
€ =0 : sirkel <E=-mz/2f')

pe eULFse,u )

Store halvckse: a
Lile —uw —: b

Bundet beveje.l.se S AP W

« =>
2a
P 2
1o = NYNn = Tte + T,’EE = —4':%{
3 - _ﬂ-— = f'/mk - __h__ _ k
B B S P (P T=T TS 2€  2)g) (e <0)

Hus 2c¢ er avstanden wmellom brevm‘)u\\’cene,

3:3eldef'
e = Yo @

Videre hae i -For en e,u;Pse o o =b+c.

‘DQA‘MQA: 2 2 2 B 2z 1 Ez T\ Pz
b =a-¢c=a-aeg = G_ez_)i-(“"i - 1-¢*

> E e ~1EC/m V-ME 2mlEl

Mek: b ovk. or bide E g, a Wun ark. av E




