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1 SVINGNINGER

1 Svingninger

1.1 Udempet svingning

Figur 1.1: Enkel harmonisk oscillator

Vi skal se pa et masse-fjeer system der fjeera folger Hookes lov,
F = —kx, (1.1)

der x er utsvinget fra fjeeras likevektsposisjon og k er fjaerkonstanten til fjaera.
Krafta fra fjeera er den eneste som virker, si dette er et eksempel pa en har-
monisk oscillator. Vi setter opp Newtons andre lov og far bevegelseslikninga

for massen':

k
T+ —x=0 (1.2)
m

Dette er en andre ordens homogen differensiallikning for x, og lgsningen er
k

x = Acos (wt + ¢), W= (1.3)

der A og ¢ er to integrasjonskonstanter som méa bestemmes ved hjelp av
to initialbetingelser. Tabell 1 gir en oversikt over stgrrelser som beskriver
svingninger.

Energi i svingebevegelsen
Oscillatoren har bade potensiell og kinetisk energi. Den potensielle energien

kan vi finne ved & beregne arbeidet vi gjor mot krafta F:

& 1
E,=W = —/ (—ka')dz' = §kx2 (1.4)
0

!Prikk over et symbol, slik som &, betyr derivasjon med hensyn pé tida. To prikker er
derivasjon to ganger med hensyn pa tida.



1.1  Udempet svingning

Tabell 1: Viktige storrelser for svingninger.

A Amplitude, det maksimale utsvinget

w =27y Vinkelfrekvens

v=w/2r =1/T Frekvens, antall svingninger per sekund

T=1/v Periode, tiden det tar & fullfgre en svingning

wt + ¢ Fasen (argumentet til sinus- eller cosinusfunksjonen)
¢ Fasekonstanten

Setter vi inn for z, blir den potensielle energien til oscillatoren
E, = %kAQ cos® (wt + ¢) . (1.5)
For & regne ut den kinetiske energien trenger vi hastigheten til massen,
v=12=—Awsin (wt + ¢).

Den kinetiske energien blir da (vi setter inn for w underveis)

1 1
Ej = §mA2w2 sin? (wt + ¢) = §kA2 sin® (wt + ¢). (1.6)

Den totale energien blir (vi bruker identiteten sin? o 4 cos? a = 1)
L2 2 Loj2. 2 L 42
E=E,+E,= §I<:A cos” (wt + ¢) + §/~€A sin” (wt 4 ¢) = §kA . (17

Energien er konstant i dette systemet. Det ma den veere, siden den enes-
te krafta som virker (fjeerkrafta) er konservativ. Energien veksler mellom
bare potensiell energi nar utslaget er maksimalt, og bare kinetisk energi nar
massen er i likevektsposisjonen.

Konstante krefter og oscillatorer

Vi skal se p& hva som skjer hvis det virker en konstant kraft Fy mot hgyre
p& massen i tillegg til krafta fra fjeera (dette kan for eksempel vaere tyngde-
krafta). Bevegelseslikninga blir da

j’:+i(k:x—Fo):0.
m
Dette er en inhomogen differensiallikning — den er ikke p& samme form som
(1.2). Vi kan f& den over p& homogen form ved & gjore erstatningen x —
x + xzg. Det svarer til & flytte nullpunktet for  en lengde zg mot hgyre.
Siden x( er en konstant, pavirker den ikke Z-leddet. Vi far

1
j§+—(kx+kx0—F0):O.
m



1 SVINGNINGER

Ved & velge xg slik at kzo = Fp far vi en homogen likning:

xr — x + xo, xozﬁ = :E+£:E:0 (1.8)
k m

Denne likninga er identisk med likning (1.2), og har selvfplgelig ogsa de
samme lgsningene. Det forteller oss at en konstant kraft bare flytter like-
vektsposisjonen til en harmonisk oscillator en lengde z¢g = Fy/k. De andre
parametrene for svingebevegelsen, som frekvens, amplitude og faseforskyv-

ning, pavirkes ikke av konstante krefter.

1.2 Dempet svingning og energitap

Ideelle oscillatorer uten dempning som den vi sa pa i forrige avsnitt, er vans-
kelige & sette opp i praksis. Det vil som regel veere en viss dempning som
far amplituden til & avta etter hvert som tida gér. Vi skal anta at vi har en
dempningskraft som er proporsjonal med hastigheten til oscillatoren (denne
antagelsen er ikke alltid szerlig god i praksis).

AVAVAVAVAVAY S

T
I
I
I
|
N

Figur 1.2: Dempet oscillator

Vi skal igjen finne bevegelseslikninga for massen. Dempningskrafta er
—bx, sa denne gangen er summen av kreftene som virker —kx — bx. Det gir
bevegelseslikninga

mi = —kx — bi.

Vi skal innfgre noen hjelpestgrrelser for & forenkle regningen:

b k
- wo = — (19)
2m m

]

Bevegelseslikninga var tar da formen

i+ 200 +wiz = 0. (1.10)



1.2 Dempet svingning og energitap

Lgsningen pa differensiallikninga kan ta tre forskjellige former. Forholdet
mellom & og wy avgjer hvilken form den tar?. Eksempler pa de tre tilfellene
er plottet i figur 1.3. Felles for alle de tre tilfellene er at x(t) — 0 nar
t — 00. Det skyldes at amplituden avtar i alle tre tilfellene. At amplituden
avtar betyr ogsa at systemet avgir energi til omgivelsene, for eksempel som
friksjonsvarme.

1

| Overd‘empet L

Underdempet ——
Kritisk dempet

0.5

-0.5

Figur 1.3: Utsving som funksjon av tida.

0 < wo: Underdempet system
Dette er det klart mest interessante tilfellet for oss. Lgsningen er
x(t) = Ae ™% cos (wt + ¢) . (1.11)

Dette er en svingebevegelse, men det er to viktige forskjeller fra den udempe-
de svingebevegelsen. Sammenlikner vi likning (1.11) med lgsningen for den
udempede svingningen, likning (1.3), finner vi forskjellene:

o Amplituden er ikke konstant. Vi kan se pd den dempede svingningen
som en svingning med en tidsavhengig amplitude — amplituden A i den
udempede svingningen har blitt byttet ut med Ae=%. Dette viser at
energien ikke er bevart, og sgrger for at svingningene vil dempes helt til
massen star stille i likevektsposisjonen. Men fgr den slar seg til ro, vil
den ha passert gjennom likevektsposisjonen et uendelig antall ganger.

2De matematiske detaljene er pensum tidligere mattekurs. Du kan for ekempel finne
dem i E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathemathics.
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o Frekvensen er redusert sammenliknet med det udempede systemet. For
den dempede svingningen er vinkelfrekvensen w = /w3 — §2 < wy,
mens det udempede systemet har vinkelfrekvens w = wgy. Dette er
ikke sa overraskende: Dempningen er en kraft som hindrer bevegelsen,
altsa gjor den systemet tregere. Her kalles wq systemets egenfrekvens —
frekvensen systemet ville ha hatt uten dempning.

6 > wp: Overdempet system

Den generelle lgsningen er
o) = Ae~(HVE=R) | p-(--vF=g) (1.12)

der A og B er integrasjonskonstanter. I dette tilfellet er dempningen for
stor til at vi far noen svingebevegelse. Massen passerer likevektsposisjonen
maksimalt én gang for den stabiliserer seg der.

0 = wg: Kritisk dempet system

Lgsningen er
z(t) = (A+ Bt)e ™, (1.13)

der A og B er integrasjonskonstanter. Heller ikke her har vi noen svingebe-
vegelse, og som for det overdempede tilfellet passerer massen likevektsposi-
sjonen maksimalt én gang.

Energitap i underdempede svingninger

Vi har tidligere slatt fast at det ma vaere et energitap i dempede svingninger.
For & se pa stgrrelsen til energitapet skal vi bruke sammenhengen mellom
amplitude og energi vi fant i likning (1.7), men vi skal erstatte A med Ae~%;

vi tar altsd hensyn til at amplituden i svingningene avtar:
1
E(t) = §kA2e_25t (1.14)
For & beskrive energitapet i en dempet svingning brukes gjerne godhetsfak-

toren . Den er definert som

E

Q =wo
Pmp7

(1.15)

der E er energien i svingningen og Pj, er energitapet per tidsenhet. F har vi
i likning (1.14). Siden P, er (den negative) energiendringen per tidsenhet,
kan vi finne P4, ved & derivere E(t) med hensyn pa tida:

dE

Frap = =3¢

__1 2(_ —20t\ __ 2 —260t
= —5kA ( 25e )_kAée

5



1.3 Tvungen svingning

Vi setter inn dette resultatet sammen med likning (1.14) i likning (1.15) og
far Cwo 1

@=25="7 (1.16)
En stor verdi for @ betyr at energitapet per periode av svingningen er lite.
Det er verdt a legge merke til at alle svingesystemer har @) > % Systemer
med @ < % er overdempede, mens et system med Q = % er et kritisk dempet

system.

1.3 Tvungen svingning

Da dempning i et svingesystem forer til at svingningen der ut pa grunn av
energitap til omgivelsene, er det ikke uvanlig 4 ha en patrykt kraft i systemet
som holder svingebevegelsen ved like. Vi skal nd se pa situasjonen hvor det
bade virker en dempningskraft og en patrykt kraft F(t) = Fycos (wst) pa
massen. Bevegelseslikninga blir da

F
&+ 200 + wiz = —Ocos(cht), (1.17)
m

hvor § = b/2m og wy = +/k/m, som tidligere. Dette er en andre ordens
inhomogen differensiallikning med generell lgsning

2(t) = xn(t) + 2p(t),

hvor z,(t) er den generelle lgsningen til den tilsvarende homogene differen-
siallikninga, m& + b& + kx = 0, og zp(t) er en partikulerlpsning av den
inhomogene likninga. Siden den patrykte krafta har sinusform, har partiku-
leerlgsningen ogsé det. Vi gjetter pa

xp(t) = Ay cos (wst + dy) (1.18)

som partikuleerlgsning. Ved innsetting av z,(t) i likning (1.17) kan det vises
at dette valget av z;, lgser likninga, forutsatt at vi velger

Ap = Fo/m (1.19)
\/(wJ% — w?)? + 452w?
08
W2 — W2
¢ = arctan (M) - g (1.20)

Den endelige lgsningen blir summen av homogenlgsningen og partikulaerlgs-
ningen:

2(t) = xp(t) + 2p(t) = Ae % cos (wt + ¢) + Apcos (wt + ¢5)  (1.21)
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Det er verdt & merke seg at xp,(t) alltid vil inneholde faktoren exp (—dt), og
dermed vil z5(t) =~ 0 etter tilstrekkelig lang tid (¢t > 1/4). Vi star da igjen
med

1
z(t) = Ay cos (wit + ¢¢) for  t> 5 (1.22)

som vi kjenner igjen som partikulaerlgsningen. Som oftest er det denne lgs-
ningen vi er mest interessert i, siden “tilstrekkelig lang tid” ofte kan veere
ganske kort tid, for eksempel for elektroniske kretser (se kapittel 1.4), eller
svingesystemet kan ha svaert liten energi fgr den patrykte krafta begynner &
virke, slik at svingningene som skyldes krafta uansett dominerer.

Resonans

Ay likning (1.19) ser vi at massen vil svinge med en amplitude Ay som
avhenger av frekvensen wy til den patrykte krafta F'(¢). Her er det verdt &
merke seg at amplituden Ay pa utsvinget er stgrst dersom frekvensen wy til
patrykt kraft er omtrent lik systemets egenfrekvens wg. Denne effekten kaller
vi resonans. Figur 1.4 viser amplituden som funksjon av frekvensen w; for
forskjellig dempning §.

Figur 1.4: Amplitude Ay som funksjon av frekvensen wy til patrykt kraft I’

Har vi et system helt uten dempning (§ = 0), vil A(wy) — oo. Dette
betyr at alt arbeid som er utfgrt av den patrykte kraften F' er gatt med til &
pke oscillatorens energi. Altsa vil oscillatorens utsving og energi bli uendelig
store etter hvert som tiden gar (t — o).

Massens hastighet er &(t) = —Afwyssin (wst + ¢5). Nar wy = wp (reso-
nans), er fasevinkelen ¢y = —m/2, slik at den patrykte krafta ligger en kvart
periode foran utslaget. Setter vi inn ¢y = —m/2, blir massens hastighet



1.4 Analoge storrelser i elektronikk og mekanikk

&(t) = Ajwy cos(wyt). Vi ser at effekten blir
P(t) = F(t)-i(t) = wp Ay Fy cos® wyt. (1.23)

Vi ser at effekten alltid er postiv — med kraftas fase en halv periode foran
farten vil krafta alltid virke i samme retning som farta, og dermed gke farta.
Da er midlere effekt (P) maksimal.

Béandbredden (ogsé kalt halvverdibredden, pa engelsk bandwidth) Aw
er definert som bredden av effektkurven i hgyden P = %Pres. Uttrykt ved
amplituden tilsvarer det Ay = Afmax/ V2, siden P A?. Béndbredden er
et mal for skarpheten i toppen pa resonanskurven og sier noe om hvor fglsomt
systemet er for resonans — jo mindre bandbredde, jo mer fglsomt er systemet.
For systemer med svak dempning, § < wp, har vi at

Aw L (1.24)

wo @
hvor @ er godhetsfaktoren. Innsetting i likning (1.19) viser at forholdet mel-
lom amplitude ved resonans og amplitude for lave verdier av wy er

Af(wo)
Ay(0)

=Q. (1.25)

Setter vi sammen likning (1.24) og (1.25) far vi
Af(Wo)Awf = Af(O)(,do. (1.26)

Venstresida er produktet av hgyden og bredden til resonanstoppen, mens
hoyresida er to konstanter. Dette forteller oss at arealet under resonanstop-
pen er tilngermet konstant, uavhengig av om kurven er hgy og smal eller lav
og bred.

Setter vi sammen likning (1.24) med definisjonen av @ i likning (1.15),

far vi
Piap

E
Dette betyr at jo mer fglsomt systemet er for resonans, jo mindre er det
relative energitapet.

Aw x (1.27)

1.4 Analoge stgrrelser i elektronikk og mekanikk

Vi tar for oss en enkel elektrisk krets med en seriekobling av en motstand R,
en kapasitans C' og en induktans L, hvor stremmen drives av en vekselspen-
ningskilde V' (t) = Vpcoswyt (en sakalt RCL-krets, se figur 1.5). Kirchhoffs
spenningsregel® anvendt pa denne kretsen gir differensiallikninga

1
Li+ Rg+ ol= V cos wt. (1.28)

3Kirchhoffs spenningsregel sier at summen av alle spenningsfall over en lukket krets er
lik null.
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Figur 1.5

Sammenlikner vi denne med likning (1.17) fra forrige delkapittel ser vi at
disse er helt identiske likninger. Altsa varierer ladningen ¢ pa kondensatoren
i RCL-kretsen pa samme mate som utsvinget x til massen i det mekaniske
systemet. Vi ser ved direkte sammenlikning at m og L er analoge stgrrelser
i de to systemene. Det samme gjelder for k og 1/C. Tabell 2 viser samtlige
analoge stgrrelser for disse to systemene.

Tabell 2: Analoge stgrrelser i elektronikk og mekanikk.

Mekanisk stgrrelse Elektrisk stgrrelse

masse m [kg] induktans L [H]
dempning b [Ns/m| motstand R (9]
fjeerkonstanten kE [N/m] invers kapasitans 1/C [1/F]
kraft F |N] spenning V |V]
posisjon x |m] ladning q [C]
hastighet v |m/s|  strom I [A]

Slik det mekaniske systemet har en egenfrekvens wy = \/k/m, vil den
elektriske kretsen ha en egenfrekvens wy = 1/1/LC. Dersom resistansen R i
kretsen er liten (hvilket svarer til liten dempning b for det mekaniske syste-
met), vil vi fa spesielt stor strgmstyrke nar spenningskilden har en frekvens
wy omtrent lik kretsens egenfrekvens. Altsa far vi ogsa her resonans. Reso-
nanskurven vil ogsé for det elektriske systemet kunne beskrives ved godhets-
faktoren, og fra godhetsfaktoren for det mekaniske systemet i likning (1.16)
og analogiene i tabell 2 fplger det at

L-1/VLC _/L/C (1.29)
i .

@=—%

er godhetsfaktoren for det elektriske systemet.



2 Transversale mekaniske bglger

Musikk, jordskjelv og bglger pa en vannoverflate — bglgebevegelse er et ut-
strakt fenomen i naturen. Bglger oppstar dersom et system blir skjgvet ut
av likevekt, og denne forstyrrelsen forplanter seg og vandrer fra et sted i
systemet til et annet.

2.1 Hva er en bglge? Stgrrelser og begreper

En bglge er en forplantning av svingninger. Nar en bglge forplanter seg i et
medium, svinger mediets partikler fram og tilbake rundt en likevektsposisjon.
Det er imidlertid viktig & merke seg at det er energi og bevegelsesmengde,
og ikke partiklene i seg selv, som forplanter seg med bglgen. En bglge er
en energitransport. Nar bglgen nar frem til en partikkel i mediet, mottar
denne energi og blir satt i svingninger omkring sin likevektsposisjon. I neste
gyeblikk blir denne energien overfgrt til neste partikkel i bglgens forplant-
ningsretning, osv. Dersom partiklenes svingninger er vinkelrett pa bglgens
forplantningsretning, kalles belgen transversal. Er partiklenes svingeretning
parallell med bglgens forplantningsretning, kalles bglgen longitudinal.

Nar vi skal snakke om bglger, har vi nytte av & definere, eller redefinere,
en del begreper. Akkurat som vi snakket om harmoniske svingninger, kan vi
snakke om harmoniske bglger. Dette er bolger som lar seg beskrive med en
cosinus- eller sinusfunksjon.

T

Bolgetopp

Amplitude

Bolgedal

Bolgelengde A

Figur 2.1

Figur 2.1 viser et gyeblikksbilde av en transversal sinusbglge p& en uen-
delig lang streng. Her er y(z,t) utsvinget til strengelementet i posisjon x ved
tiden t. I figuren finner vi markert

e amplituden, maksimalt utsving fra likevekt. Denne er per definisjon en
positiv sterrelse.

10



2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

o bolgelengden X, avstanden mellom to strengelementer som oscillerer i
fase. Denne kan f.eks. méales som avstanden mellom to bglgetopper.

Andre stgrrelser som er nyttige for & beskrive denne bglgen er

e perioden T, tiden det tar for bglgemgnsteret & forflytte seg en bglge-
lengde.

e frekvensen v = 1/T, som angir antall svingninger som observeres i et
gitt punkt zg per tidsenhet.

o hastigheten, eller fasehastigheten, v = Axz/At = \/T = Av. Navnet
fasehastighet kommer av at denne angir hastigheten en bestemt fase,
f.eks. en bglgetopp, beveger seg med.

e partikkelhastigheten vy, hastigheten partiklene svinger rundt sine like-
vektsposisjoner med. For belgen i figur 2.1 er v, = dy/dt. Partikkel-
hastigheten har generelt ingen sammenheng med fasehastigheten v, og
er generelt svaert forskjellig fra denne.

2.2 Bglgelikninga

Vi skal na se at en og samme likning kan beskrive flere typer bglger. Vi
betrakter en uendelig lang streng som er spent opp mellom to faste punkter,
og lar en vilkarlig bglgeform forplante seg mot hgyre langs strengen. Dersom
vi antar at strengen er ideell, dvs. at den beholder sin form og energitapet
er tilneermet lik null, kan vi si noe om hvordan det transversale utsvinget
f(z,t) avhenger av x og t.

by t=t t=to

L | X
1 ro=x1+v(t2a—1t1)

Figur 2.2: Bglgepuls som forplanter seg mot hgyre pa uendelig lang streng.

Uten energitap, vil bglgepulsen ha samme form ved (x2,%2) som ved
(1,t1). Altsd ma vi forlange at

f(z2,t2) = f(z1,t1) (2.1)

11



2.2 Bglgelikninga

hvor
T9 =21 + U(tg - tl). (2.2)

Vi antar n& at funksjonen f(z,t) har formen
y = f(z —vt). (2.3)

Dette medferer
f(x1,t1) = f(x1 —vty)

0g

f(x2,t2) = f(z2 — vt2)
= f [1'1 + U(tz — tl) — Utg]
= f(xlatl)'

Altsé har vi at likning (2.1) er tilfredsstilt. Det kommer fram av likning (2.2)
at v ma oppfattes som hastigheten bglgeformen brer seg i positiv x-retning
med.

Nér vi na skal utlede likninga som y = f(z — vt) ma veere en lgsning av,
gjor vi en rekke antagelser

e Vi lar u betegne strengens masse per lengdeenhet.

e S betegner horisontal strekkraft i strengen.

e S > myg, slik at vi kan se bort fra tyngdekrafta som virker pa strengen.
e Strengen har kun transversal bevegelse.

e Vi ser pa smé utsving y.

Vi tar for oss kreftene som virker pa et lite segment Ax av strengen, vist
ifigur 2.3.

02

01

Ax

(a) (b)

Figur 2.3: Bolgepuls som forplanter seg pa streng. Figur b) viser et forstgrret
utsnitt av det markerte omradet i figur a).
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2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

Ingen bevegelse i x-retning méa bety at

Sla: = SQ;B

(2.4)
= —S51¢c0801 + 59 cos Oy = 0.

Vi gjor n& nok en antagelse, og sier at begge ledd i likning (2.4) er like
store som den horisontale strekkrafta S som virker pa strengen nar den er i
likevekt:

S = 51 cosOq (2.5)
S = 55 cos Oy '
Anvendelse av Newtons 2. lov i y-retning pé strengsegmentet, gir
S1y + Szy =my (2.6)
= —518in O + S5 sin Oy = myj. '
Hvert ledd i likning (2.6) divideres s& med strekkrafta S
S5 sin ©9 _ S1sin©; @
SQ COS @2 Sl COS @1 S (27)
= tan©y — tan ©1 = %
Vi ser av figuren at tan © = dy/Jz. Dette, samt m = pAx, innsatt i likning
(2.7) gir
9y _(9y\ _pdzdy (2.8)
01 ) 1\ As ox), S o2 '

Likning (2.8) divideres nd med Ax. Dersom vi lar Ax — 0, gjenkjenner vi
venstre side i likning (2.9) som definisjonen av den deriverte:

1 [(oy dy 0%y
Armo Az [<6m>z+mc (81:)96] 2 (29)
Innsatt i likning (2.8) gir dette
Py oy

Denne likninga kalles bglgelikninga. Tidligere i dette avsnittet sa vi pa
y = f(x — vt). Vi setter nd u = x — vt og deriverer med hensyn pa x:

8f !/ 8“‘ !/ 62f 1 au 14
- =fl—= —==f— = 2.11
Ox “Ox Fus Ox2 " Ox Ju (2.11)
Tilsvarende deriverer vi med hensyn pa ¢:
af ou 0% f ou
L R - R (212)

Om funksjonen f erstattes med utslaget y, og vi eliminerer f./ fra likningene
(2.11) og (2.12), far vi

13



2.3 Energi transportert med bolge

Oy _ 2%y

Boalgelikninga 92 =V o

(2.13)

Denne likninga holder generelt for endimensjonale, transversale bglger
som brer seg i x-retning uten energitap. Hastigheten v er bglgens fasehas-
tighet. Det er lett 4 se av bglgelikninga at denne ogsi holder for en hglge
som forplanter seg i negativ z-retning, y = g(x + vt). En sammenlikning av
likning (2.10) og belgelikninga viser at en bglge pa den oppspente strengen
vil ha en fasehastighet

v=/2. (2.14)

En harmonisk bolge y(x,t) = sin(kx —wt) vil ogsa oppfylle bolgelikninga.
Her betegner k bglgetallet, definert som

_271'

k
A

(2.15)

Dersom vi deriverer y(x,t) to ganger med hensyn pa hhv. x og ¢, far vi at

0%y

2 —K?y(,t)

82

872 = —wy(z,1). (2.16)

Sammenlikner vi dette med bglgelikninga, ser vi at denne er oppfylt dersom

V= (2.17)
Altsé angir likning (2.17) fasehastigheten for en harmonisk bglge.

Fordi belgelikninga er en homogen og linezer differensiallikning, vil ogséa
summen av to lgsninger veere en lgsning, f.eks. y = f(x — vt) + g(x — vt).
Dette kan vaere av interesse nar vi har flere bglgekilder i et medium, og
superposisjonsprinsippet gjelder.

2.3 Energi transportert med bglge

Vi har tidligere slatt fast at et av de viktigste kjennetegnene ved bglger er at
de transporterer energi. Det er pa tide & finne ut hvor mye energi som trans-
porteres med bglgen. Gjennom hele dette delkapittelet skal vi se pé trans-
versale bglger pa en streng, men resultatene overfgres lett til longitudinale
bglger. Overraskende nok er enkelte av dem eksakte ogsa for elektromagne-
tiske bolger!

14



2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

Energitetthet i bglge

Vi skal se pa energien i et strengelement som nér strengen er i ro har lengde
dr og masse per lengdeenhet p. Strengen er strukket med strekkrafta S.
Som i avsnitt 2.2 antar vi at den horisontale strekkrafta S, overalt er lik S.
Strengen har bade kinetisk og potensiell energi, og vi skal finne disse hver
for seg.

Den kinetiske energien skyldes at massen strengen er laget av er i beve-
gelse. Hastigheten til denne bevegelsen er partikkelhastigheten. For streng-
elementet dx er da den kinetiske energien

1
dE), = 5vgdm,

der dm er massen av strengelementet. For konstant massetetthet har vi dm =
pdx. Partikkelhastigheten er i avsnitt 2.1 gitt som v, = dy/0t. Vi setter inn

i likninga over og far
dE, 1 [dy\?
el s 2.18

dz 2" ( ot > ’ (2.18)

som er tettheten av kinetisk energi.

I figur 2.4 ser vi strengen nar den er i ro og etter at den har fatt et utslag.
Vi ser at strengen blir lengre nar den far et utslag. For & strekke strengen
slik at den blir lengre, mé strekkrafta S gjgre et arbeid mot elastisiteten i
strengen: Den potensielle energien skyldes forlengningen av strengen. Den
enkleste maten & finne den potensielle energien pé, er 4 finne arbeidet som
er gjort for & forlenge strengen — arbeidet og den potensielle energien er den
samme.

S $ ¢
< dx > < dx »
(a) (b)
Figur 2.4

Som i avsnitt 2.2, skal vi anta at utslaget y er lite. Da blir ogsa forlen-
gelsen av strengen liten. Lengden av strengen i figur 2.4(b) er

2
dl = +/dz? + dy? = dz 1+<3y> .
\ T

Vi har allerede antatt at utslaget er lite; det tilsvarer dy/dx < 1. Under
denne antagelsen kan vi rekkeutvikle rottegnet til forste orden'. Da forenkler

WVitax1+ %a for a <« 1. Se rekkeutviklinger i Rottmann.

15



2.3 Energi transportert med bolge

utslaget seg til
dl = dx

1 /dy 2
1+ (= .
+2 <d$> ]

Arbeidet som gjgres for & strekke strengen fra lengden dx til lengden dl er

dl

dW = Sdzx.
dx

Strekkrafta i strengen gker litt etter hvert som strengen blir lengre. En mulig
vei videre hadde veert & bruke Hookes lov pa strengen, men her skal vi til-
naerme og si at strekkrafta S er konstant. Dette vil veere en god tilnaermelse,
da forlengelsen av strengen er sa liten at strekkrafta uansett ikke vil endres
mye. Med konstant S er integralet for arbeidet trivielt,

1 dy 2
dW = S(dl - dz) = 35 <> dz,

ox
sd vi kan sla fast at tettheten av potensiell energi er
ae, 1 oy \ 2
—=-5= . 2.1
dz QS (81‘) (2.19)

Den totale energitettheten € finner vi ved & summere likning (2.18) og (2.19)
(vi bruker v? = S/u til forenkling):

€= %u [(?Z)Q-FUQ (gi)j (2.20)

Vi skal se pa et vanlig spesialtilfelle, nemlig energitettheten for en har-
monisk bglge
y(x,t) = yo cos (kx — wt). (2.21)

Nar vi kjenner formen pa utslaget kan vi regne ut de partiellderiverte som
inngar i likning (2.20):

% = yow sin (kz — wt)
% = —yoksin (kz — wt)
Vi setter disse inn i (2.20) og far
€= %,uy% [w? + v?k?] sin?(kx — wt) = pw?yg sin® (kz — wt). (2.22)

Dette er den instantane energitettheten. Vanligvis er vi mer interessert i
middelverdien av energitettheten, siden den vanligvis varierer raskt. Vi kan
velge & ta middelverdien over en bglgelengde,

1 A
5—/ e dx,
AJo
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2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

eller over en periode,

T
<g>:;/0 - da.

Néar vi har en harmonisk vandrebglge blir svaret i begge tilfeller det samme —
vi midler sin?(kz — wt) over en periode og far %, slik at midlere energitetthet
blir )

E=(e) = i,uwag. (2.23)

Energitransport med bglge

Vi kan na finne ut hvor mye energi en bglge inneholder, men vi vet ikke hvor
raskt denne energien forplanter seg. For & finne ut av dette, utfgrer vi et
tankeeksperiment:

e
/’—\\
/ \
/ \
77N, l, \\
/ N \
/ \
i AN
=0 t=t,
Figur 2.5

Vi ser pa belgepulsen i figur 2.5. Den har bredde d og forplanter seg
med fasehastighet v. Det er opplagt at energitettheten utenfor bglgepulsens
bredde ma vaere null, siden strengen der har null utslag og null partikkelhas-
tighet. Spersmalet vi ma svare pa, er hvor lang tid det tar for hele balgetoget
& krysse en tenkt grenseflate — vi ma finne tiden tg. Pa tiden tg vil bglgen

ha flyttet en energi ed gjennom grenseflata, og effekten vil veere?
d
p==2

to

Med hastighet v er tiden bglgetoget trenger pa a flytte seg gjennom grense-
flata to = d/v, s& midlere effekt (energi transportert per sekund) blir

(P) = v(e) — %vuuﬂyg. (2.24)

2.4 Refleksjon, transmisjon og stiende bglger pa streng

Figur 2.6 viser to lange strenger med massetettheter p; og pa, som er skjgtt
sammen i x = 0. En strekkraft S virker likt pa de to strengene. Vi ser na

2For bglger i dispersive medier blir dette mer komplisert, men det skal vi ikke studere
nzrmere.
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2.4 Refleksjon, transmisjon og stidende bglger pa streng

pa en transversal bglgepuls som kommer inn fra venstre. Nar pulsen nar
skjstepunktet, vil den delvis reflekteres og delvis transmitteres.

y
yi o
! X
H1 x=0 M2
y
‘ m > Uy
111
‘ 2 x
Uy Yr
x=0
Figur 2.6

For & kunne regne pa denne situasjonen antar vi at bglgene pa strengen
ikke bestar av vilkarlige pulser, men i stedet er harmoniske bglger. Vi antar
at den innfallende bglgen er gitt ved

yi(x,t) = yio sin (kjx — wit + ¢;) , x <0. (2.25)

Denne vil ha en fasehastighet
v; = 7 ==, (2.26)

Den transmitterte bglgen som brer seg til hgyre for = 0 kan beskrives ved
ye(x,t) = yeo sin (kyx — wit + ¢y) x>0 (2.27)
og vil ha en fasehastighet

wi_ |5 (2.28)

Vy = =
! Ky 2

Reflektert bolge, som vil ha samme fasehastighet som den innfallende bglgen
(gitt samme strekkraft S og massetetthet uq pa strengen), vil ha formen

yr(x,t) = yro sin (kyx + wpt + @) x <0. (2.29)

18



2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

Det totale utslaget pa strengen som funksjon av tid og posisjon vil nd veere
gitt som

y(x,t) _ {yi(li)t) + yr(xvt) , < 0 (2.30)

ye(x,t) , >0
En rekke fysiske betingelser kan settes opp for dette systemet:

e Bade y(x,t) og 0y/0t mé veere kontinuerlige i x = 0. Noen annet vil
fgre til brudd pa strengen.

e Jy/O0r mé vaere kontinuerlig i = 0. Ellers folger det av likningene
(2.9) og (2.10) at strengens akselerasjon 9%y/dx? vil gi mot uendelig i
z = 0.

e P, = P,+ P,. Her betegner P midlere effekt, og indeksene angir om det
er snakk om innkommende, reflektert eller transmittert bolge. Dette
fglger av loven om energibevarelse.

Alle disse betingelsene ma veere oppfylt for systemet til enhver tid. Dette vil
kun vaere mulig dersom?

W; = Wy = Wt (231)
0g

$i = or = ¢t (2.32)
Vi velger ¢; = 0 og setter w; = w. Av kontinuitetskravet til y i skjstepunktet
fglger det na at

Y0 sin (—wt) + yrp sinwt = yyo sin (—wt)
= Yio — Yr0 = Yto- (2.33)
Likeledes folger det av kontinuitetskravet til dy/0x i skjgtepunktet at

kiyio cos (—wt) + kryro coswt = kyyyo cos (—wt)
= kiyio + kryro = kiyro- (2.34)

Her vil ngdvendigvis k; = k,. Av likningene (2.33) og (2.34) kan vi na ut-
trykke amplitudene til reflektert og transmittert bglge ved amplituden til
innfallende bglge:

ke — k; 2k;

i0 5 i 2.35
k—i—kyo Yyto = k—i—kyo ( )

Yro =

Ved & bruke at k; = w/v1 og ki = w/vy kan vi né uttrykke amplitudene ved
enten fasehastighetene v; og va eller strengenes massetettheter py og pa:

v1—va f—\ﬁ
v1+1}2y20 \/7+\ﬁ (2:36)

8Bade innfallende, reflektert og transmittert bglge er funksjoner av wt, si skal vi bli
kvitt tidsavhengigheten (slik som i likning (2.33)), mé& w vaere lik for alle bplgene.
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2.4 Refleksjon, transmisjon og stidende bglger pa streng

2v 2
2 vl (2.37)
v+ V2 Jp2 /I

Vi kan né skille mellom, og se neermere pa fglgende fem tilfeller:

Yyto =

1. pu1 = po. Dette medforer at y.0 = 0 og y:0 = yio- Altsd har vi ingen
refleksjon av den innkommende bglgen i dette tilfellet.

2. py < pe. Dette gir at y,0/yi0 > 0, som igjen medforer at reflektert bolge
yr(0,t) = yrosinwt har motsatt fase av innkommende belge v;(0,t) =
—1,0 Sin wt.

3. w1 > pa. Dette gir at yy0/yio < 0, som medfgrer at reflektert bolge
yr(0,t) er i fase med innkommende bolge v;(0,1).

4. po — o0o. Dette innebarer at y.0 — yio 08 yi0 — 0, altsd en total
refleksjon av innkommende bglge. Dette skjer f.eks. dersom strengen
er festet til en vegg.

5. p2 — 0. Dette forer til at y,(0,t) = v;(0,t), altsda at den reflekterte
bglgen returneres fra den fri enden i samme fase og med samme amp-
litude som innkommende bglge. T praksis kan denne situasjonen veere
vanskelig & arrangere.

Punktene 1 og 4 over virker intuitivt rimelige. Punktene 2 og 3 viser et ikke
fullt sa intuitivt, men vikig resultat: Nar en innkommende bglge reflekteres
mot et tettere medium, skifter bglgen fase 180°.

Refleksjons- og transmisjonskoeffisient

Nar vi ser pa refleksjon og transmisjon av bglger, kan det vaere av interesse
hvor mye av energien transportert med bglgen som hhv. reflekteres og trans-
mitteres. [ denne sammenheng introduseres begrepene refleksjonskoeffisient,
R, og transmisjonskoeffisient, T":

P,

- (2.38)

P,
R=—, T =
P

Ved innsetting av midlere effekt fra likning (2.24) og bruk av forholdet mel-
lom amplituder fra likningene (2.36) og (2.37) har vi at

%vmwzy?o yi20 (\//LQ + «/,u1)2’

oo 2Vl [l 4 A (2.40)
=2 =/ s = . .
vyl Ve (yoz+yvim)” (ViR + /i)
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2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

Verdt & merke seg er at

P, P, AJ/pips + pe — 2/ e +
RAT— " it _ Hip2 + [2 H1p2 + H1 —1 (2.41)
P P p2 + 2¢/ppe +

Dette betyr at P; = P. + P,, hvilket stemmer overens med kravet om energi-
bevarelse nevnt tidligere.

Staende bglger

Vi ser nd naermere pa tilfellet hvor vi har en streng festet i en vegg (tilsv.
p2 — 00). Gitt en innkommende belge y;(x,t) = yiosin (kx —wt) og at
veggen representerer x = 0, vet vi da at y,(z,t) = yosin (kx + wt). Fra
likning (2.30) har vi na

y(z,t) = yi(z, t) + yr (2, t)
= yio [sin (kz — wt) + sin (kz + wt)]
= Yo [sin kx cos wt — cos kx sin wt + sin kx cos wt + cos kx sin wt]

= 2y,;o sin kz cos wt. (2.42)

Dette er en harmonisk svingning (coswt) med en z-avhengig amplitude
(2yi0 sin kz). En slik belge flytter seg ikke langs strengen, da x og t ikke
opptrer i kombinasjonen x 4 vt. I stedet vil hvert enkelt punkt pa strengen
ha en transversal harmonisk svingning. Noen punkter pa strengen er i ro
for alle ¢ (sin kz = 0). Disse kalles knutepunkter eller noder. Andre punkter
har maksimal svingningsamplitude (sinkx = +1). Disse kalles buker eller
antinoder. Per definigjon kalles dette en stdende bglge.

Dersom vi lar likning (2.42) beskrive bolgen pé en streng med lengde L
festet i begge ender, og vi lar x = 0 og « = L betegne festepunktene, far vi
to randkrav & ta hensyn til:

y(0,t) =y(L,t) =0 (2.43)
Sistnevnte av disse to gir likninga
y = 2yosinkL coswt = 0 (2.44)
som leder til betingelsen
kL =nm n=123.... (2.45)

Mulige bglgelengder, og tilhgrende frekvenser, for staende bglger pé strengen
vil folgelig veere

Z:Qf, fn:;n:;n:Q"Lv, n=1,2,3... (2.46)

Figur 2.7 viser de fire fgrste stdende harmoniske bglger pa en streng som
er festet i begge ender. For n = 1 har vi A = 2L. Denne svingningen kalles
grunntonen eller forste harmoniske. Svingningen som svarer til n = 2, med

A = L, kalles forste overtone eller andre harmoniske, osv.

An =
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2.5 Flerdimensjonale bglger

(c) (d)

Figur 2.7: Stdende harmoniske bglger pé streng. (a) viser grunntonen, n = 1,
(b) viser fgrste harmoniske, n = 2, (¢) viser andre harmoniske, n = 3 og (d)
viser tredje harmoniske, n = 4.

2.5 Flerdimensjonale bglger

Hittil har vi kun sett pa bglger i en dimensjon, dvs. bglger som forplanter seg
i en romlig retning. I naturen finner vi i all hovedsak bglger som forplanter
seg i flere retninger. I den sammenheng er det fornuftig & introdusere et par
nye begreper:

e En flate hvor fasen til en bglge er konstant, kalles en bglgefront.
e En bglge med plane bolgefronter, kalles en planbglge.

Uttrykket &(x,t) = &osin (kx — wt 4+ ¢) beskriver en harmonisk bglge som
forplanter seg i z-retning. Denne vil ha bglgefronter vinkelrett pa z-aksen,
og er fplgelig en planbglge. Vi kan generalisere uttrykket over til a beskrive
en planbglge som forplanter seg i en vilkarlig romlig retning:

E(r,t) =¢psin (k-r — wt + ) (2.47)

Hererk =k -k bglgetallsvektoren, og k angir bglgens forplantningsretning.
Sistnevnte er kanskje ikke gitt intuitivt, men sees fra figur 2.8.

Figur 2.8 viser en bglgefront ved en gitt tid ¢, og to vektorer ry og ra til
to forskjellige punkter i bglgefronten. Da posisjonene ry og ra ligger i samme
bglgefront, har vi at

€(r1,t) = &psin (k-r1 —wt) = &(ra,t) = &osin (k-rg — wt).
Det folger fra dette at

k'r]_:k'r2
:>k-(1‘1 —I‘2) =0. (248)
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2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

ra

ra

Figur 2.8

Vektoren r; —rg vil ngdvendigvis vaere parallell med bglgefronten. Bglgefron-
ten star vinkelrett pa belgens forplantningsretning. Vi vet at k- (ry —rz) =0
medfgrer at (r1 —rz) L k. Altsd mé bglgevektoren k peke i bglgens forplant-
ningsretning.

Sfaxriske bglger

En type bglger som forplanter seg i flere retninger og som forekommer hyppig
i naturen, er sfeeriske bolger (eller kulebglger). Sfeeriske bolger har kulefor-
mede bglgefronter, og er altsa ikke planbglger.

oy

Figur 2.9: Bglgefronter rundt en bglgekilde som sender ut sfaeriske bglger.

Figur 2.9 viser to bglgefronter for hhv. r; og ro. Fra figuren kan vi ut-
lede et par interessante sammenhenger for sfariske bplger. Fra kravet om
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2.6 Dispersjon og gruppehastighet

energibevarelse har vi at

Py = 4nril] = Py = 4nrily

12_7"%

Il N ’I“%

1
:>IN—. 2.49
= (2.49)

Altsa har vi for kulebglger at intensiteten avtar som en over kvadratet av
avstanden r fra bglgekilden. Om vi kombinerer dette med resultatet fra ka-
pittel 2.3, I ~ &2, far vi at folgende relasjon gjelder for amplituden til sfaeriske
bglger:

et (2.50)
.

2.6 Dispersjon og gruppehastighet

Frem til na har vi kun sett pa harmoniske bglger i form av enkle sinus-
eller cosinusfunksjoner. For de fleste bglgefenomener er dette en sterk over-
forenkling. De fleste bglgekilder sender ut bglger som ma beskrives ved en
kombinasjon av flere harmoniske bglger. I slike tilfeller kalles gjerne total-
bglgen et bglgetog.

For harmoniske belger er fasehastigheten gitt ved v = w/k, som er kon-
stant for en bglge med gitt frekvens og bglgelengde. Dersom samtlige harmo-
niske bglger som utgjor bglgetoget har samme hastighet, beholder totalbgl-
gen sin opprinnelige form mens den forplanter seg. Dette er imidlertid ikke
alltid tilfellet. Fenomenet hvor et bglgetog endrer form etter hvert som det
skrider frem, kalles dispersjon.

Nar en bolge er dispersiv, skyldes dette at de ulike harmoniske bglgene
som utgjor bglgetoget har forskjellig fasehastighet. Fasehastigheten er av-
hengig av belgetallet k, og vi kan skrive vinkelfrekvensen w som

w(k) = v(k)k. (2.51)

Gruppehastighet v, kan oppfattes som den hastigheten toppen av et
bglgetog brer seg med, og er definert som

_dw
=
Vi ser av likning (2.51) og (2.52) at i tilfellet hvor vi ikke har dispersjon
og fasehastigheten v er konstant, vil gruppehastighet veere lik fasehastighet,
vg = v. Om vi derimot har dispersjon, vil ikke sammenhengen mellom w og
k veere linezer, og vy # v.

De fleste reelle medier er dispersive. Dette innebeerer at de forskjellige
komponentene et bglgetog er bygd opp av forplanter seg i mediet med for-
skjellige hastigheter. Dispersjon av lys i vann er arsaken til regnbuen. Det

Vg

(2.52)
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2 TRANSVERSALE MEKANISKE BOLGER

samme gjelder lysbrytning i et glassprisme. Overflatebglger pa vann er ogsé
dispersive.

Noen medier er imidlertid ikke-dispersive. Lydbglger i luft er et eksempel
pa dette. Dersom lydbglger i luft var dispersive, ville vanlig konversasjon
blitt umulig, da lyden ville blitt forvrengt pa veien mellom taler og lytter.
Elektromagnetiske bglger i vakuum er et annet eksempel pa ikke-dispersive
bglger. Dette kommer vi tilbake til senere.
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3 Lyd - longitudinale mekaniske bglger

3.1 Longitudinal bglge

En longitudinal bglge er en bglge hvor partiklenes utsving fra likevektstil-
stand i mediet er langs bglgens forplantningsretning. Lydbglger er eksemp-
ler pa longitudinale trykkbglger. En god makroskopisk modell for hvor-
dan en longitudinal bglge forplanter seg i et medium er en masse/fjaer-
transmisjonslinje. Denne modellen kan brukes til & utlede bglgelikninga for
longitudinale, mekaniske bglger.

Masse /fjeer-transmisjonslinjen

k k k k k
m m m m
) 0 ) )
x-d X x+d x+2d
(a)

Figur 3.1: Masse/fjeer-transmisjonslinje, i likevekt (figur a) og skjovet ut av
likevekt (figur b).

I figur 3.1 betegner (x) utsvinget av massen med likevektsposisjon x.
Likeledes betegner &(x£d) utsvinget av massene med likevektsposisjon z+d.
Vi ser at netto kraft pa massen ved posisjon x er

F=F, - F_ =K@ +d) — £@)] - klg(2) — € — )], (3.1)

hvor F er strekk-krafta fra fjeera til hgyre for massen m, og F_ er strekk-
krafta fra fjeera til venstre for m. Massens akselerasjon vet vi vil vaere den
annenderiverte av posisjonen z + £(x,t). Dette gir

0? 0?%¢(x,t)

= ale+ e = =5, (3.2)

a

Insatt i Newtons 2. lov gir likning (3.1) og (3.2) na

2 Xz
mafa(tgv’f) — R 4 d,t) + €z — dy 1) — 26 (. 1)]. (3.3)
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3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

Denne likninga kan lgses eksakt. Antar vi imidlertid at d << A, slik at
&(x +d,t) ikke er mye forskjellig fra &(x,t), kan {(z £ d, t) taylorutvikles til
andre orden:

06(w,t) | 1 0% (a.1)

+d,t) =~ +d———+F 4
Elwtd 1) wg(a, 1) a0 | 108 (3.4
Innsatt i likning (3.3) gir denne rekkeutviklingen

¢ kd® 9%¢

. 3.5

oz m Ox? (3:5)

Dette kjenner vi igjen som bglgelikninga for utsvinget &(x,t) fra likevekt,
med bglgehastighet
de
v = (3.6)

m

Elastisk modul

Storrelsen k i likning (3.6) vil veere avhengig av lengden L péa fjeera i masse/fjaer-
systemet. En lengre fjeer vil ngdvendigvis bli strukket lengre enn en kortere
fjeer blir strukket av samme kraft. Stgrrelsen K = k- L vil imidlertid veere
uavhengig av fjerlengden. K kalles elastisk modul, har enhet N og er ka-
rakteristisk for fjeertypen (dvs er bestemt av materialet og form pa fjeera).
Innfgrer vi ogsd massetetthet p = m/L (massen per lengdeenhet), kan vi
skrive om likning (3.6), og vi far et nytt uttrykk for bglgehastigheten v:

k‘L elastisk modul
v = (3.7)

‘massetetthet
Her har vi satt inn fjaerlengden L for d i likning (3.6). Dette resultatet er
utledet for en masse/fjeer-transmisjonslinje, men holder ogsa generelt. Lik-

ning (3.7) angir bglgehastigheten for longitudinale, mekaniske bglger som
forplanter seg i et medium.

3.2 Impuls transportert med bglge

Bglger har impuls. I avsnitt 2.3 fant vi energitettheten til en transversal
bglge pé streng (likning 2.20). Denne formelen gjelder ogsa for longitudinale
bolger pa masse/fjeer-transmisjonslinjen, men det skal vi ikke vise her. Vi
skal i stedet finne sammenhengen mellom energitetthet og impulstetthet for
masse/fjeer-transmisjonslinjen (som er tegnet i figur 3.2). Sammenhengen vi
finner gjelder for flere andre typer bglger, inkludert elektromagnetiske bglger.

Impulsen til en punktmasse er p = muv. For en kontinuerlig massefordeling
blir den tilsvarende formelen for impulstetthet!

7=, (3.8)

'Her er altsa 7 symbol for den fysiske storrelsen impulstetthet, og ikke den matematiske
konstanten 3.14. ..
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3.2 Impuls transportert med bglge

der 4/ er massetettheten. Vi skal se at 1/ varierer med utslaget &(x,t) (vi bru-
ker p’ for den variende massetettheten og u for massetettheten nar systemet
eriro). Nar vi skal regne ut impulstettheten for masse/fjeer-transmisjonslinjen,
har vi to utfordringer: Bestemme p'(x) over alt pa transmisjonslinjen (litt
vanskelig) og bestemme v(z) over alt (mye enklere).

T x +do

Figur 3.2

Vi starter med & bestemme massetettheten. Ved likevekt er avstanden
mellom hver masse dy, s massetettheten er

m

'u:dio'

Nar bglgen forplanter seg, vil avstanden mellom massene endre seg. I figur
3.2 ser vi at avstanden mellom massene er

d(z) = do + &(z + do) — &().

For de systemene vi er interessert i (gasser, veesker og s& videre), er d < .
Da kan vi rekkeutvikle {(x +dp) til forste orden (og se bort fra hgyere ordens
ledd). Avstanden blir da
29 %9
d(x) =~ d do=— — =do(1+=—=].
() 2 do +€(0) + o — €)= o (14 5 )

Massen ma veere bevart pa transmisjonslinjen selv om belgen brer seg. [ figur
3.2 ser vi at det er en masse m i hver ende av lengden d. Halvparten av hver
av disse massene kan sies & “hgre til” pa lengden d (den andre halvparten
hgrer til pa lengden pa motsatt side av massen), slik at massen pa d blir m.
Massetettheten blir da

m . m
A@) o (14+ )

som med rekkeutviling av nevneren til 1. orden blir

W (@) ~ (1 - gg) . (39)

W () =
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3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

v(x) er hastigheten til massene pa transmisjonslinjen. Den er rett og slett
hvor fort utslaget £(z) endrer seg med tida i en gitt posisjon. Vi har

0
v(z) = 8—§

Vi har né& bestemt begge stgrrelsene som inngar i uttrykket for impuls-
tetthet i likning (3.8). Vi setter inn for p og v fra henholdsvis likning (3.9)
og (3.10) og far det generelle uttrykket for impulstettheten til en bglge:

0 3}
W= ,ua—f <1 - ai) (3.11)

Et interessant spesialtilfelle er midlere impulstetthet til en harmonisk
bolge

(3.10)

&(x,t) = & cos (kx — wt). (3.12)

Om vi beregner de partiellderiverte og setter inn i likning 3.11 far vi
T = —pwéo cos (kx — wt) + pwk&s cos? (kx — wt).

Dette resultatet er ikke sa spennende, men tidsmidling gir et interessant re-
sultat. Middelverdien av cos (kx — wt) er null over en hel periode, sa det fgrs-
te leddet faller bort. I det siste leddet er middelverdien av (cos? (kz — wt)) =
1/2 og k = w/v, s& vi far

(m) = EL‘}Z&%.

2 w

Sammenlikner vi dette med uttrykket for energitetthet i harmonisk bolge i
likning (2.23), ser vi den overraskende sammenhengen

(3.13)

() = @ (3.14)

Dette resultatet holder generelt (ogsa for elektromagnetiske bglger): Midlere
impulstetthet er midlere energitetthet delt pa fasehastigheten.

3.3 Lydbglger i ulike medier

Vi gar na fra & betrakte masse/fjaer-transmisjonslinjen til & se pa lydbglger
i faktiske medier. Dette medfgrer at uttrykket for belgehastighet ma modi-
fiseres, pa ulikt vis avhengig av om bglgen forplanter seg i fast stoff, veeske
eller gass.

Lydbglger i tynn stang

En tynn stang med lengde Lg blir strukket til en ny lengde Ly + AL av en
kraft F. Hookes lov gir at F' = k- AL, der k er fjeerkonstanten. Som for
fjeerer, nevnt i avsnitt 3.1, vil k veere avhengig av lengden L av stanga. Vi
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3.3 Lydbglger i ulike medier

() fj )4— tverrsnitt A

lengde Lo

) (O

Lo+ AL

Figur 3.3: Tynn stang strekkes en lengde AL av en kraft F'

setter derfor heller inn elastisk modul K = k- Ly i Hookes lov. Dette gir
F = K-(AL/Ly), hvor K er uavhengig av Ly.

Et nytt moment som ma tas hensyn til nar vi na ikke lenger snakker
om en enkel masse/fjeer-transmisjonslinje, men et medium, er at stangas
tverrsnittsareal er av betydning. Et stgrre tverrsnitt medfgrer ngdvendigvis
stgrre fjeerkonstant k og elastisk modul K. For en stang med en gitt lengde
Ly som det utgves en gitt kraft F' pa, vil forlengelsen AL = (FLy)/K avta
proporsjonalt med antall fjeerer tverrsnittet kan sies & svare til (jfr figur 3.4).

—F/3—

Figur 3.4: Tverrsnittet er avgjorende for forlengelsen av en tynn stang. Svarer
tverrsnittet til tre fjeerer, vil stanga strekkes 1/3 av hva en stang tilsvarende
én fjeer vil strekkes av samme kraft.

Elastisk modul og tverrsnitt er proporsjonale stgrrelser. Vi innfgrer derfor
en ny elastisk modul, sdkalt Youngs modul

Y = T (3.15)

Youngs modul er uavhengig av bade stangas lengde Ly og tverrsnitt A. Det
er folgelig en materialkonstant. Om vi n& benytter likning (3.7) har vi at
lydhastigheten for lydbglger i en tynn stang er gitt som

Y
v = \/; (3.16)
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3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

Her betegner p masse per volumenhet for stanga. Det er ogsé verdt & merke
seg at innfgringen av Youngs modul gir at

F AL
S Vi
A Ly
= mekanisk spenning = elastisk modul - relativ tgyning. (3.17)

Dette resultatet gjelder generelt for linezer respons i elastiske medier.

Lydbglger i vaesker

Nar vi na skal se pa lydbglger som forplanter seg i veeske, betrakter vi et
vaeskergr med et stempel i en ende.

) V=A-L stempel
tverrsnitt A tetthet p p—— | = () VLAV — — [
lengde L L+ AL

(a) (b)

Figur 3.5: Veeskergr med bevegelig stempel i en ende. Figur a) viser vaesken i
likevekt. Figur b) viser vaesken skjovet ut av likevekt. AV og AL er negative
stgrrelser.

En kraft utgves pa stempelet slik at vaesken presses litt sammen og rgret
forkortes en lengde AL. Dette medfgrer en endring i veeskevolumet AV =
A-AL. Da likning (3.17) gjelder ogsa her, har vi at

L - _pB.=—=__p.=2~ (3.18)

Her betegner B bulkmodulen (enhet N/m?), en materialkonstant for vaesken,
tilsvarende Youngs modul for en tynn stang. Likning (3.7) gjelder ogsa her,
som medfgrer at hastigheten av lydbglger som forplanter seg i vaeske er gitt
ved

(3.19)

v =

B
.

Lydbglger i gasser

Ogsa nar vi ser pa lydbglger i gasser, tar vi for oss et ror fylt med den aktuelle
gassen, med et stempel i en ende. Vi velger her & se pa det forenklede tilfellet
hvor gassen antas & veere en ideell gass. Nok en gang utgves en kraft F' pa
stempelet slik at gassen komprimeres , og en trykkendring AP forplanter seg
som en bglge i mediet. Vi antar at gassen var i likevekt for komprimeringen,
slik at F'= A-AP, hvor A betegner tverrsnittet til roret.
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3.3 Lydbglger i ulike medier

v=A-L )L P+ AP—]—
A P l— F = () A|lT+ AT p— — F = AAP
T V+AV
L L+AL
(a) (b)

Figur 3.6: Ideell gass i rgr med bevegelig stempel i en ende. Figur (a) viser
gassen 1 likevekt. Figur (b) viser gassen skjgvet ut av likevekt. AV og AL er
negative stgrrelser.

For a finne et uttrykk for lydhastigheten i ideell gass nevnes noen viktige
resultater fra termodynamikken. For en ideell gass har vi at

PV = NkT. (3.20)

Her betegner N antallet gassmolekyler, 7" temperaturen i gassen og kp =
1.3806505(24) - 10723 J /K er Boltzmanns konstant. Videre har vi for adia-
batiske prosesser (prosesser uten varmeutveksling med omgivelsene) at

PV = konstant. (3.21)

Her betegner ~ forholdet mellom gassens varmekapasiteter ved hhv konstant
trykk og volum, v = C,,/C,. Denne har verdien 5/3 for enatomige gasser og
verdien 7/5 for toatomige gasser. Vi tar né differesialet pa begge sider av
likning (3.21), og husker at differensialet av en konstant er null. Dette gir

A(PVY)=AP- VY + P-AVI7IAV =0

AP = —7PAVV. (3.22)

Ved & sammenlikne likningene (3.22) og (3.18), ser vi at vi har fplgende to
resultater for lydbglger som forplanter seg i gasser:

B=~P (3.23)

_Jr
v = \/7 (3.24)

Om viné i tillegg substituerer P = NkyT/V og p = Nm/V, hvor m betegner
midlere molekylmasse, i likning (3.24), far vi at lydhastigheten i gasser er
gitt ved

vk T

o=/ (3.25)

Som for en lydbglge som forplanter seg i en tynn stang, kan ogsa lydbglger
i gasser beskrives som partikler som svinger omkring et likevektspunkt (dvs.,
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3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

V=A Az V+AV

x T+ Ax z+§(z) v+ Az +{(z + Ax)
(a) (b)

Figur 3.7: Gasspartikler i ror i likevekt (figur a) og skjgvet ut av likevekt
(figur b)

da partiklene n& er mer uordnet enn i et fast stoff, ma partiklenes utsving
sees som en midling over et stgrre antall partiklers tilfeldige bevegelser).
Fra figur 3.7 ser vi at

AV = A{g(xz+ Az) = E(x)} = A {f(w) + Axgi - §(x)} = AA:tzgi

AV _ %
V. 0z’
Om vi na bruker likning (3.22) til & substituere AV/V i likning (?7?), far vi
at

AV ¢
AP =B~ =P (3.26)

Dette er et viktig resultat, da det gir oss sammenhengen mellom svingningen
i trykk og partiklenes svingninger rundt sitt likevektspunkt. Verdt & merke
seg er at for en bglge beskrevet av en harmonisk funksjon vil trykkendring
og partikkelutslag alltid veere faseforskjovet med en kvart periode i forhold
til hverandre. Hvis partikkelutsvinget er beskrevet ved funksjonen &(x,t) =
o sin(kx —wt), er trykkendringen gitt som AP(z,t) = —yPk&y cos(kx —wt).
Figur 3.8 viser AP(x,t) og &(x,t) ved t = 0.

3.4 Refleksjon, transmisjon og stiende lydbglger

Det kan veere en idé & repetere kapittel 2.4 for du fortsetter her. Vi skal né
ta for oss refleksjon og transmisjon av lydbglger nar disse beveger seg fra et
medium til et annet.

Figur 3.9 viser plane bglgefronter som beveger seg rett mot grensefla-
ten mellom to medier. I de to mediene vil lydbglgene ha fasehastigheter hhv
v] = /Bi1/p1 og va = \/Ba/pa2. Som for transversale bolger pé streng, har vi
ogsa her at bglgen blir delvis reflektert og delvis transmittert nar den treffer
grenseflaten. Her blir imidlertid de fysiske betingelsene i grenseflaten noe an-
nerledes. Fortsatt har vi at utsvinget, £, mé veaere kontinuerlig i grenseflaten.
Vi lar grenseflaten ligge i © = 0 og lar innkommende lydbglge vaere gitt ved

§i(w,t) = &osin(kjx — wi). (3.27)
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3.4 Refleksjon, transmisjon og stiende lydbalger

A
0 &
W

y
y>0
-A

Bolgelengde . ——»

Pmax V\ A
€x
—Pmax \ \/ \/

Figur 3.8: Partikkelutsving y(z) (g¢verste graf) og trykkendring AP(z) (ne-
derste graf) for en lydbglge som forplanter seg i en gass. Figuren i midten
viser partiklene i likevekt (hvite punkter) og skjgvet ut av likevekt (svarte
punkter). Her ser vi at partikkelutsving og trykkendring er faseforskjovet
med en kvart periode i forhold til hverandre

Som fgr vil da reflektert bglge vaere beskrevet av

&r(2,t) = &rosin(kiz + wt) (3.28)
og transmittert bglge gitt ved

i(w,t) = Gosin(kpr — wt). (3.29)

Vi ser sa pé et lite volumelement med lengde Ax som er forskjgvet ut av
likevekt av en lydbglge som forplanter seg i mediet (3.10).
Fra Newtons 2. lov har vi at total kraft som virker p& volumelementet er

0%¢
F(z+ Az) — F(x) =Am-a = prA@
F(r+Az) F(x) 0%¢

Hgyre side i likning (3.30) gar mot null nar Az — 0. Folgelig har vi at F/A
mé veere kontinuerlig i grenseflaten. Fra likning (3.18) fplger:
F AL E(z + Ax) — &(x) o€

Altsa har vi at B (0¢/0x) mé vaere kontinuerlig i grenseflaten. B betegner
her bulkmodulen, som tidligere.
Kravet om kontinuitet i B - (0¢/0z) gir likninga

Biki&io + Biki&o = Baki&so. (3.32)
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3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

Medium 1

&i(x,t) = &igsin(kix — wt)

Medium 1

&z, t) = Ergsin(krx — wt)

(a)

Figur 3.9: Plane bglgefronter som beveger seg rett mot grenseflaten mellom
to medier. Figur a) viser innkommende bglge. Figur b) viser reflektert og
transmittert bglge. Legg merke til at ulik bglgehastighet i de to mediene
medfgrer at bglgelengdene for reflektert og transmittert bglge blir ulik.

Kombinert med
&io — &0 = &wo (3.33)

som fglger av kontinuiteten av € i grenseflaten, gir likning (3.32) né felgende
uttrykk for amplitudene til reflektert og transmittert bglge:

_ Vp2Bs —/p1 By

fro—\/pQ—B2+m§io (3.34)
&to 2V &io (3.35)

"~ VpaBa + 1By

I disse siste beregningene har vi satt inn at k = 27/\ = w/v ~ 1/v, da
omega er lik for innkommende, reflektert og transmittert bglge.

Kravet om energibevarelse, P; = P, + P;, gjelder ogsa her. P4 samme
vis som i likning 2.39 og 2.40 kan det na utledes uttrykk for refleksjons- og
transmisjonskoeffisientene for lydbglgen:

n— (Vp2Ba — \/P131)2 (3.36)

(Vp2B2 + \/PlBl)2
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Medium 2

§t($, t)= &Osir



3.4 Refleksjon, transmisjon og stiende lydbalger

x r+Ax
A | HE@ F(z + Az)
z+&(z) x4+ Az +&(x+ Ax)
Figur 3.10

4/ p2Bap1 B
T— p2b20151 (3.37)

2
(Vp2B2 + Vp1Bi)
Du kan selv sjekke at R+ T = 1.

Staende lydbglger i luftsgyle

Vi tar for oss et luftrgr med lengde L som ligger langs x-aksen fra x = 0
til x = L. Rgret er apent i en ende og lukket i den andre. Ekvivalent med
hvordan vi kan f4 staende, transversale bglger pa en streng, kan vi fa staende,
longitudinale bglger i et slikt rgr. Randbetingelser for longitudinale bglger i
reret vil npdvendigvis vaere

e Det longitudinale utsvinget av luftpartikler, {(z,¢), ma veere null i den
lukkede enden av rgret, £(0,¢) = 0.

o Avviket fra likevektstrykket P, AP(x,t), mé veere tilnsermet lik null
ved den &pne enden av rgret, AP(L,t) ~ 0.

Da vi har fra likning (??) at AP = —B - (9£/0x), kan vi sla fast at stdende
bglger i et slikt rgr ma ha

e et knutepunkt for £ og en buk for AP i den lukkede enden x =0

e en buk for £ og et knutepunkt for AP i den dpne enden x = L

Bglgefunksjonen
&(x,t) = &y sin kx cos wt, (3.38)

hvor

kL:n-g, n=135... (3.39)

oppfyller disse kravene. Likningene (3.38) og (3.39) gir fglgende mulige bolge-
lengder, med tilhgrende frekvens, for staende balger i rgret

v n |yP

N, AL\l o

1
s T n=1,35... (3.40)

36



3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

Figur 3.11 viser de to fgrste stdende harmoniske bglgene i et ror som er
lukket i en ende. Heltrukket linje beskriver partikkelutsvinget £(z). AP(x)
er stiplet.

(a) (b)

Figur 3.11: Staende lydbglger i rgr som er lukket i en ende. Figur a viser
grunnfrekvensen (n = 1). Figur b viser fgrste harmoniske (n = 2)

Det er ogsa mulig & fa staende bglger i et rgr som er apent i begge ender.
I s& tilfelle har vi en ny randbetingelse; AP(L,t) = AP(0,t) = 0. Figur 3.12
viser mulige bglgelengder for stdende harmoniske bglger i et slikt rgr. Igjen
er £(x) heltrukket og AP(z) stiplet.

(a) (b)

Figur 3.12: Staende lydbolger i rgr som er apent i begge ender. Vi ser at
mulige bglgelengder i dette tilfellet f.eks. er A = 2L (figur a) og A = L (figur
b)

3.5 Dopplereffekt

Du har kanskje lagt merke til at nér en ambulanse med sirene narmer seg,
syns sirenetonen & falle i det ambulansen passerer? Dette fenomenet kalles
dopplereffekt. Nar en lydkilde og en observatgr er i bevegelse relativt til
hverandre, vil observatgren hgre lyd med en annen frekvens enn den sendt
ut fra lydkilden. I dette kapittelet studerer vi kun spesialtilfellet hvor lydkilde
og observatgr beveger seg langs samme rette linje. Vi lar S betegne lydkilden
og O betegne observatoren.

Kilde i ro, observatgr i bevegelse

La oss forst se pa tilfellet hvor en observatgr O beveger seg med fart v, mot
eller bort fra en lydkilde S som star i ro, beskrevet i figur 3.13. Vi lar v, veere
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3.5 Dopplereffekt

negativ dersom O bheveger seg mot S. S sender ut kuleformede bglger med
en fasehastighet v = Av, som antas storre enn |v,|.

A / vo<0 vo>0

Figur 3.13

Om vi lar ' betegne frekvensen O maéler, kommer det fram av figuren at

e En Oiro (v, = 0) vil motta v belgefronter per tidsenhet, og folgelig
vilda v/ = v.

e En O i bevegelse mot S (v, < 0) vil motta mer enn v bolgefronter per
tidsenhet. Dette medfgrer at v/ > v.

e En O i bevegelse bort fra S (v, > 0) vil motta feerre enn v bglgefronter
per tidsenhet. Dette gir v/ < v.

Observatgren O vil male en tilsynelatende belgehastighet v/ = v — v, og
en bglgelengde A. Altsa vil O maéle en frekvens

/
, v V=10, UV—7,
S - . 3.41
Y ) v (3-41)

Kilde i bevegelse, observator i ro

Om vi 1 stedet holder observatgren O i ro, og lar lydkilden S veere i bevegelse
med en hastighet vs; henholdsvis mot (vs > 0) eller bort fra O (vs < 0), viser
figur 3.14 hva som skjer.

Figuren viser to kuleformede bglgefronter sendt ut av S, markert A og
B. Merk at

e Siposisjon A ved t = 0 lager bglgefront A med radius 20T og sentrum
iAvedt=2T

e Siposisjon B ved t =T lager bolgefront B med radius v1" og sentrum
iBvedt=2T

e S i posisjon C ved t = 2T lager en bglgefront C med radius null og
sentrum i C ved t = 2T

38



3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

20T

Figur 3.14

Legg merke til at det n& er bglgelengden A av lydbglgene observatgren
O vil oppfatte som endret, og ikke hastigheten v (som i tilfellet over). Dette
skyldes at bglgelengden er gitt som avstanden mellom to suksessive bglge-
fronter, og denne endres i det lydkilden S settes i bevegelse. Dersom S beveger
seg bort fra O, vil O méle en bglgelengde X slik at A > X. Beveger S seg
mot O, vil O méle en \ < \.

Av figur 3.14 ser en at 2v,T + 2\ = 2vT. Dette gir at observatgren O
méler en tilsynelatende belgelengde N = (v — v,)T'. Sé lenge O er i ro, vil O
méle en bglgehastighet av lydbelgen v = v. Folgelig vil O méle en frekvens

1
LA — (3.42)

Vo= —
N v—wvsT  v—y

Bade kilde og observatgr i bevegelse

Dersom bade lydkilden S og observatgren O settes i bevegelse, forteller de to
foregaende avsnitt oss at bade bolgehastighet v/ og belgelengde N mélt av
O vil vaere forskjellig fra bglgehastighet og bglgelengde malt av S. Folgelig

vil O 1 dette tilfellet male en frekvens
!
, v V — Uy v — Uy
= —_— p— . -4
SRDY (v—vs)T v—ug v (3:43)

Merk at vs > 0 nar lydkilden beveger seg mot observatgren, men v, < 0 nar
observatgren beveger seg mot lydkilden.

Mediet i bevegelse

Bglgehastigheten v i de foregdende delkapitler angir bglgehastigheten relativt
til mediet lydbelgene forplanter seg i (f.eks. luft). Hastighetene v, og vs er
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3.6 Sjokkbglger

angitt i forhold til bakken. Det er fram til na antatt at bakken og mediet ikke
er i bevegelse relativt til hverandre. Antar vi imidlertid at mediet beveger
seg med en hastighet vy, relativt til bakken, vil en observater O som lytter
til en lydkilde S maéle en frekvens

V4 Uy — v
V= My. (3.44)
V=4 Uy, — Vg
Merk at mediets hastighet v, er positiv nar det beveger seg i samme retning

som bglgen.

3.6 Sjokkbglger

Vi vender tilbake til tilfellet hvor en lydkilde S er i bevegelse med hastighet
vs 0g en observater O er i ro. La oss na anta at v; > v, hvor v betegner has-
tigheten til lydbglgene (som over). Lydkilden S kalles da et overlydsobjekt,
og eksempler pa slike er raske fly eller geveerkuler.

Nar vi har med et overlydsobjekt a gjgre, vil ikke lenger Dopplereffekten
vaere beskrivende for hva en observater vil maéle eller hgre. Vi tar for oss
tilfellet hvor S er et fly. Figur 3.15 viser hva som skjer.

Vs

0 Vst
[ J

Figur 3.15: Sjokkbglge laget av fly S med storre hastighet enn lydhastigheten

Nar flyet beveger seg gjennom luften, komprimeres luften og lydbglger
dannes. Ved t = 0 er flyet i punktet A. Her oppstar det da en kuleformet
bolgefront sentrert i A. En tid ¢ senere har bglgefronten i A propagert utover
til en kule med radius vt. Samtidig har flyet beveget seg en lengre avstand
vst til posisjonen S. Vi ser at samtlige bglgefronter samler seg inne i en kjegle
med toppvinkel 2c, bestemt ved

sina = —. (3.45)

Us
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3 LYD - LONGITUDINALE MEKANISKE BOLGER

Langs linjen A’S pa figur 3.15 finner en né en hgy tetthet av belgefronter.
Linjen beveger seg mot observatgren O pa bakken, og en bglge med stor
lydstyrke vil ankomme O helt uten forvarsel. Herfra stammer navnet sjokk-
bglge. Det er verdt & merke seg at det er kompresjonen av luft grunnet flyets
bevegelse gjennom den som skaper sjokkbglgen. En eventuell lydkilde inne i
S er typisk uten betydning.
Forholdet vy /v refereres til som Mach-tallet, og betegnes M:
Vs

M= (3.46)

Fra dette folger det at sina = 1/M

3.7 Svevning

To superponerte bglger (f.eks. lydbglger) med lik amplitude og fasekonstant
(f.eks. ¢ = 0), men med litt ulik frekvens, gir opphav til fenomenet svev-
ning (eng beat). Vi ser pd superponeringen av & og &2, hvor & (z,t) =
&osin (k1x — wit) og &a(x, t) = &osin (kex — wat), og velger wo > wy , k2 > k.
Dette gir en resultantbglge

f(.’IJ,t) = €1($7t) +€2($,t>, (347)
som ved bruk av identiteten sina -+ sinb = 2sin “TH’ cos %b kan skrives som

E(x,t) = &osin(kix + wit) + &o sin(kox + wot)
B . (k1tke  witw ki—ky w1 —wy
= 2y sin ( 5 x 5 t) cos < 5 x 5 t)
= 2{psin (kz — wt) cos (Ak -z — Aw - ). (3.48)

der k = (k1+k2)/2, w = (w14w2)/2, Ak = (ka—k1)/2 0g Aw = (wa —w1)/2.
Merk at her er Ak << k og Aw << w, da frekvensen til & bare er litt
forskjellig fra frekvensen til &. Figur 3.16 viser &1, & og resultantbglgen €.
En ser at resultantbglgen & blir en forsterket bglge nér de to opprinnelige
bglgene er i fase og en utslukket bglge nar de to opprinnelige bglgene er i
motfase. £ blir totalt en raskt varierende “beerebglge” sin (kx — wt) modulert
med en langsomt varierende “modulasjonsbolge” cos (Ak -z — Aw - t).

En kan sa se pa hastigheten £ forplanter seg i rommet med. Omskrivnin-
gene sin (kx — wt) = sink(x — (w/k)t) og cos (Ak -z — Aw - t) = cos Ak(x — (Aw/Ak)t)
viser at baerebglgen og modulasjonsbglgen forplanter seg med hastighetene
Upgere = W/k 08 Vmoq = Aw/Ak. T tilfellet hvor Ak og Aw er sma, har vi
at Aw/Ak ~ dw/dk. Da kjenner vi igjen modulasjonsbglgens hastighet som
gruppehastigheten til en bglgepakke, jfr kap 2.6.

Om intensiteten av & vet vi at I ~ |¢|* ~ cos? (Akx — Awt). Figur 3.17
viser intensiteten I som funksjon av tid i posisjonen x = 0.
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3.7 Svevning

Forskyvning

0 025 05 075 10 125 15 175 20
Tid i sekunder

Figur 3.16: Bolgene & og & @verst i figuren. Resultantbglgen &, superpone-
ringen av disse to, nederst i figuren

10,1)

0 /20w Tr/‘2A»u 320w

Figur 3.17: Intensiteten I av resultantbglgen ¢ som funksjon av tiden ¢ i
posisjon x =0

Av figuren ser vi at vi i denne posisjonen vil hgre en variasjon i lydstyrke.
Vi hgrer maksimal lyd med periode Ty = 7/Aw. Det er denne variasjonen
som kalles svevning, og frekvensen til variasjonen kalles svevefrekvens, v,:

1 Aw  (wo —wq)
= == P, 3.49
Vs T s 2T 2o ( )

Vi har at svevefrekvensen er forskjellen i frekvens mellom de to opprinnelige
bglgene.

Svevning er en falsom metode for maling av sméa frekvensforskjeller. Iit
bruksomrade for dette er stemming av instrumenter 2.

2En stemmegaffel gir en referansefrekvens. Nar en streng sa slas eller strykes, vil
stemmeren hgre svevning som en pulsering i tonen. Dersom svevning oppstar, vet stemme-
ren at strengen ikke svinger med frekvens ngyaktig tilsvarende stemmegaffelens, og stren-
gen ma strammes eller slakkes.
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4 Elektromagnetiske bglger

4.1 Ampere-Maxwells lov

I elektromagnetismekurset i 1. klasse ble Amperes lov brukt pa denne formen:

%Bdl:uolzuo/j-dA (4.1)
C S

Her er I strgmmen som omsluttes av kurven C, eller mer presist: Strgmtett-
heten j integrert over flaten S som har C som rand. Det finnes mange mulige
flater S som har C som rand, og vi kan velge som vi vil. Et problem oppstar
hvis vi ser pa et system der ladning hoper seg opp, slik som pa kondensatoren
i figur 4.1. Da vil vi f4 forskjellige stremmer for forskjellige valg av S.

Figur 4.1

Flaten S; i figur 4.1 har en strgm I; # 0 gjennom seg, mens strgmmen
gjennom Sy er Io = 0. Valget av flate endrer ikke fysikken, sa magnetfeltet,
og dermed kurveintegralet pa venstre side av (4.1), er uendret. Vi trenger en
korreksjon til Amperes lov.

Kontinuitetslikningen

Ladning er en bevart storrelse. Dette gjelder for universet som helhet (global
bevaring), men ogsé for et vilkarlig volum, stort eller lite (lokal bevaring).
Ladning kan bevege seg ut av det volumet vi velger oss, men ikke uten &
krysse randa til omréadet. Dette gir oss kontinuitetslikninga:

da N
dt g
~—~

Endring i ladning i volumet 1 34ning som forlater volumet
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4.1 Ampere-Maxwells lov

Maxwells korreksjon

Vi kan se hva som er galt med (4.1) hvis vi setter den opp for de to forskjellige
valgene av flate vist i figur 4.1:

%B-dlzuo/ j-dA
C S1
fB‘dl_MO/ j-dA
c So

N& trekker vi den fgrste av disse fra den andre, og far

t%Bwﬂ—fI}ﬂ:ﬂ:qm</jdA—- jdA)zuq%jdA(éw
C C Sao S1 S

Her er flaten S den lukkede flaten vi far nar vi setter sammen S7 og So. At
det er differansen av flatene som gir den lukkede flaten, skyldes at normal-
vektoren til S7 peker innover i S. Hgyre side kjenner vi igjen fra kontinui-
tetslikningen — den er lik podg/dt som generelt ikke er lik null. Vi fortsetter
4 regne for & finne hva vi mangler for at Amperes lov skal holde.

Vi kan finne et annet uttrykk for dg/dt ved & derivere Gauss’ lov med
hensyn pa tida. Da far vi

d d
%j'dA:—q:—go E-dA
g dt dt Jg

zgo(d/ A= | E.dA>
dt Js, dt Jg,

etter & ha splittet opp integralet over den lukkede flaten i integraler over Sy
og So, flatene vi startet med!. Dette er korreksjonsleddet vi er ute etter, slik
at Ampere-Maxwells lov blir

dehwd+m@d/EdA (4.4)
c dt J4

Na prgver vi igjen & sette opp likningen over for de to flatene og trekke
dem fra hverandre:

d
c S dt Js,

c Sy dt Js,

'Denne maten # fordele korreksjonsleddet pa kan virke tilfeldig. Grunnen til at den
allikevel er riktig, er at de to flatene kan velges helt fritt — vi kunne gjentatt det samme
beviset for et uendelig antall flater, og vi hadde kommet i mal hver gang. Det viser at
det ikke er et heldig valg av flater som hjelper oss i mal her. Den som fortsatt er i tvil
oppfordres til & se pa det samme beviset pa differensialform (kapittel 4.2 hjelper deg i
gang).
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

Differansen mellom venstresidene er null. Trekker vi likningene fra hverandre,
far vi

. d . d
OIMO/J'dA+M080 EodA(,uo/_ydAJr,uoeo E~dA>.
Sa dt So S dt S
N& samler vi integraler med samme integrand. Vi ser at vi far to integraler,

begge over samme lukkede flate:

d
0= 0 (ja{jdA—ireoj{E-dA)
S dt Js

Det siste av disse integralene kjenner vi igjen — det er lik %. Vi setter inn

og far
dq
0= j-dA + —.
fsj T

Dette er kontinuitetslikningen (4.2), som vi fra for vet at holder. Korreksjo-
nen vi har valgt mé altsd veere riktig.

Korreksjonsleddet kalles gjerne forskyvningsstrom (eng: displacement cur-
rent). Korreksjonsleddet viser at Amperes lov er feil nér vi har med tids-
avhengige elektriske felter & gjgre. I tillegg viser korreksjonsleddet at det
rundt kondensatoren i figur 4.1 dannes et magnetfelt akkurat som om kon-
densatoren ikke hadde veert der, og stremmen hadde gatt tvers igjennom.
Dette magnetfeltet er senere blitt malt, og resultatene stemmer overens med
Maxwells korrigerte versjon av Amperes lov.

4.2 Maxwells likninger pa differensialform

Nar vi senere skal utlede bglgelikningen for det elektriske og magnetiske

feltet, er det mye enklere & jobbe med Maxwells likninger pa differensialform

enn pa integralform, slik vi har sett dem til n&. Manipulasjonene som skal til

er noksa enkle, og trikset er & bruke divergensteoremet? og Stokes’ teorem? til

4 fa integraler med samme integrasjonsomréde pa begge sider av likningene.
P& integralform er Maxwells likninger

j{ E-dA =2 (Gauss’ lov) (4.5)

S €0

% B-dA =0 (Gauss’ lov for B) (4.6)
S

% E-dl = _4 / B-dA (Faraday-Henrys lov) (4.7)
C dt Js

d
7{ B.-dl = pol + ,uoeodt/ E-dA  (Ampere-Maxwells lov) (4.8)
C S

’[, V-GdV = §,G-dA, der S er overflaten som omslutter volumet V.
*[4 (VX G) -dA = §,G-dl, der kurven C er randa til flata S.
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4.2  Maxwells likninger pa differensialform

I flere av omformingene skal vi bruke to sammenhenger:

q:/vpdV (4.9)
I:/j-dA (4.10)
S

Vi starter med Gauss’ lov. Vi bruker divergensteoremet til & omforme
venstresida til et volumintegral og setter inn (4.9) péa hgyre side:

1
/V-EdV:/pdV
1% €o Jv

Siden integralene er gyldige for vilkarlige volum V, mé integrandene vaere
like over alt:

V.E=2 (4.11)
€0

Dette er Gauss’ lov pa differensialform. Med samme framgangsméate blir
Gauss’ lov for B

V-B=0. (4.12)

I Faraday-Henrys lov bruker vi Stokes’ teorem til & omforme venstresida
til et flateintegral over .S,

/(VxE)-dA:—/aB-dA,

og igjen har vi integrasjon over like, vilkarlige omrader, slik at integrandene
ma vere like. Faraday-Henrys lov blir

OB
VxE=—"7" (4.13)

Ampere-Maxwells lov angriper vi pd samme mate som Faraday-Henrys.
I tillegg til omformingene av integralene bruker vi (4.10) til & sette inn for

I. Da far vi
OE
/(VXB) -dA:MO/ <j+50> LdA,
s s ot

og nok en gang ma integrandene vaere like. Ampere-Maxwells lov pa differensialform
blir

OE
VxB= Moj + MO&'UE. (414)
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

Maxwells likninger pa differensialform

p

V-E = = (Gauss’ lov) (4.15)
V-B=0 (Gauss’ lov for B) (4.16)
VxE= —%]j (Faradays lov) (4.17)
V x B = uoj + ,uoeoa—E (Ampere-Maxwells lov) (4.18)

ot

4.3 Bpglgelikningen for E og B

Vi skal se pa elektriske og magnetiske felt i vakuum. I vakuum er det ingen
ladning og heller ingen strom (p = 0 og I = 0 over alt); derfor blir Maxwells
likninger i vakuum

V-E=0 (4.19)
V.B=0 (4.20)
0B
E=— 4.21
V x 5 ( )
OE
B = —. 4.22
V x Hogo 5, (4.22)

Vi starter med & ta curlen til (4.21):

VX(VXE):—;(VXB)

Deretter setter vi inn for V x B ved hjelp av (4.22) og far

O’E
— E)= —. 4.2
V x (V x E) = ppeo 92 (4.23)
Vi skal til slutt bruke en vektoridentitet pa venstresiden. For ethvert
vektorfelt gjelder
~Vx(VxG)=V3G-V(V-G),

men siden V- E = 0 i vakuum, forenkles dette til

~V x (Vx E)=V’E (4.24)
Nar vi bruker identiteten over, blir (4.23)
O°E
2p —
V“E = MO&‘Ow, (425)
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4.4 Egenskaper ved elektromagnetiske bglger

som er en tredimensjonal bglgelikning for alle de tre komponentene av det
elektriske feltet. Med omtrent samme framgangsmate finner vi samme bgl-
gelikning for det magnetiske feltet:

0°B

V2B = ,U;()EOW (426)

Utifra likningene ser vi at hastigheten disse bglgene forplanter seg med méa
veere

1
H0E0

v = =c~3x108m/s. (4.27)

3

Boglgelikningene for elektromagnetiske felt

Elektromagnetiske bglger i vakuum beskrives av disse likningene:
2 9’B
2R —
VB = HOEQ (‘%2
Bglgene forplanter seg med lyshastigheten,

1
VEolto

o
Il

Ser vi p& plane bglger som forplanter seg i z-retning, vil feltene vaere
uavhengig av x og y. Derivasjonene med hensyn pa x og y i Laplaceoperatoren
gir derfor ikke noe bidrag, og balgelikningen i en dimensjon kan skrives

e _ 1o
022 2 o

Bglgelikningen for det magnetiske feltet i en dimensjon er tilsvarende.

4.4 Egenskaper ved elektromagnetiske bglger

Utledningen i avsnittet over viser at alle lgsninger av Maxwells likninger i
vakuum ma oppfylle bglgelikningene for E og B. Det motsatte er ikke tilfelle:
Det finnes lgsninger av bglgelikningene som ¢kke lgser Maxwells likninger.
Vi skal se at Maxwells likninger stiller bestemte krav til egenskapene til
elektromagnetiske bglger.

I utledningene skal vi se pa en plan, harmonisk bglge. For enkelhets skyld
lar vi bglgen propagere i z-retning, slik at bglgetallsvektoren kan skrives
k = kz.

E = Egcos (kz — wt + ¢p)

(4.28)
B = Bgcos (kz — wt + ¢p)
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

Selv om vi bruker denne bglgen i utledningene, vil resultatene vi kommer
fram til veere gyldige for alle elektromagnetiske bglger.

Superposisjon

Siden bolgelikningen det elektriske og magnetiske feltet oppfyller er homogen
og linezer, er en sum av to lgsninger ogsa en lgsning. Maxwells likninger er
ogsa linezere, s& de hindrer ikke superposisjon.

Balgene er transversale
Vi starter med & se pa hva som skal til for & oppfylle Gauss’ lov i vakuum,

likning (4.19):

0=V-E=V. (Egcos(kz —wt+ ¢g)) =Eqg- (Vcos(kz —wt+ ¢g))
=Eq- (—ksin(kz — wt + ¢p)z) = —Ey.ksin (kz — wt + ¢p)

Skal det siste uttrykket veere null overalt, ma vi ha Fp, = 0. Det elektriske
feltet har ingen komponent langs z, bglgens forplantningsretning. Kravet fra
likning (4.20) gir ngyaktig samme resultat for B. Altsa har vi

Elk og B 1k, (4.29)
som viser at elektromagnetiske balger er transversale.

E-bglgen og B-bglgen er i fase

Vi ser pa kravet fra (4.21), Faraday-Henrys lov i vakuum:

V x [Eqgcos (kz —wt + ¢g)] = —% [Bo cos (kz — wt + ¢p)]

[V cos (kz —wt + ¢p)] X Eg = —ngt [cos (kz —wt + ¢B)]
[ksin (kz — wt + ¢gp) 2] X Eg = Bowsin (kz — wt + ¢p)

k
" (z x Eo)sin (kz — wt + ¢p) = Bosin (kz — wt + ¢p) (4.30)

Skal den siste likninga holde, ma vi ha' ¢p = ¢p. Dette betyr at E-bglgen
er i fase med B-bglgen.

“Formelt sett er ¢ = ¢p + 7 ogsa en mulig lpsning — det medfprer et fortegnsskift for
Bo. Fortegnsskift for Bo og en faseforskyvning 7 tilsvarer dobbelt fortegnsskift for B, sa
fysikken blir den samme uansett hvordan vi velger ¢r og ¢p5.
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4.5 Energi og impuls

E-feltet star vinkelrett pa B-feltet
Med ¢r = ¢p kan vi stryke sinusfaktorene i (4.30). Da far vi

% x By = %Bo — ¢By. (4.31)

Siden vi allerede vet at bade E og B star vinkelrett pa forplantningsretnin-
gen, kan vi nd slutte at E og B star vinkelrett pa hverandre.
likning (4.31) gir oss ogséd forholdet mellom amplitudene til E- og B-
feltet:
E=cB (4.32)

Til n& har vi sett pa kravene fra de tre fgrste av Maxwells likninger. Den
fjerde, likning (4.22), reproduserer bare kravene som kommer fra Faradays
lov.

Figur 4.2: Elektromagnetisk bglge

4.5 Energi og impuls

I kapittel 2.3 fant vi uttrykk for hvor mye energi og impuls som transporteres
med bglger. Vi skal overfgre noen av resultatene til elektromagnetiske bglger.
Alle resultatene vi finner her kan ogsa finnes uten bruk av sammenhenger fra
tidligere kapitler ved & ga ut ifra at elektriske og magnetiske felt har bade
energi og impuls®.

®Den som er interessert i detaljene, kan for eksempel lese DJ Griffiths: Introduction to
Electrodynamics, kap. 8-9.
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Energi transportert med elektromagnetisk bglge

Fra elektromagnetisme kjenner vi energitettheten w i elektrisk og magnetisk

felt:
1

—B? 4.33
240 (4.33)
For elektromagnetiske bglger er forholdet mellom F og B kjent, sd vi kan
uttrykke energitettheten ved bare ett av feltene. Vi setter inn fra likning

(4.32) og bruker ¢ =1/, /g og far

2
=—F — | — | =¢eok". 4.34
27 " 2p0 < c ) -0 .

FElektromagnetiske bglger barer med seg energi. Baolgens intensitet I er
gjennomsnittet av hvor mye energi som strommer gjennom en enhet flate
normalt pa forplantningsretningen per tidsenhet. Som for mekaniske bglger
finner vi intensiteten ved & gange gjennomsnittlig energitetthet med hastig-
heten®:

u:uE+uB:550E2+

I =c(u) = ceo (E?) (4.35)

Poyntings vektor

For & beskrive energi og impuls i elektromagnetiske bglger, er det vanlig &
bruke Poyntings vektor:

1

S=—ExB (4.36)

Ho
Hvis vi sammenlikner definisjonen over med likning (4.31), ser vi at retningen
til S er den samme som bglgens forplantningsretning: S = k. Vi kan ogsa
regne ut absoluttverdien av S:

1 1 _(E 1
|S|= —EB=—E <> =c5—FE* = c50E® = cu (4.37)
Ho Po \¢ cHo

Absoluttverdien til S er altsa hvor mye energi som transporteres med bglgen
per tids- og flateenhet. Retningen til S er retningen energien forplanter seg
i. Vi kan se pa S som energiflukstetthet — hvis vi vil vite effekten gjennom
en flate, integrerer vi S over flaten: Py = | 45 -dA. Sammenhengen mellom
intensiteten og Poyntings vektor er n& enkel & finne:

(S) = Ik (4.38)

Dette viser hvordan vi kan bruke S for & finne intensiteten til en bglge.

SHer betyr trekantparenteser tidsmidling, altsa tar vi gjennomsnittet over en periode:
(E?) = L [T E?at.
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4.6 Straling

Impuls i elektromagnetisk bglge

Fra kapittel 2.3 har vi at impulstettheten i en bglge er energitettheten delt
pa hastigheten. Overfert til elektromagnetiske bglger blir impulstettheten

W:%:@mS (4.39)

eller pa vektorform
™ = €0/40S. (4.40)

4.6 Straling

Sa langt har vi studert elektromagnetiske bglger uten & se neermere pa hvor-
dan bglgene oppstar. Mye av teorien bak elektromagnetisk straling er kom-
pleks, sé i de konkrete eksemplene vare skal vi bruke en del resultater uten &
utlede dem. Men fgr vi kommer sé langt, skal vi se nzermere pa hva vi kan si
om de elektriske og magnetiske feltene rundt en stralingskilde uten & regne
noe sarlig.

Kjennetegnet pa elektromagnetisk straling er at elektromagnetiske bglger
frakter energi vekk fra stralingskilden. Hvis vi ser p& en kulesymmetrisk
kilde med konstant effekt Pgjqe 1 tomt rom, er det ingenting som absorberer
energien i stralingen. Et ufravikelig krav ma da veere at energien ikke hoper
seg opp noe sted — energifluksen ut gjennom en vilkarlig flate som omslutter
stralingskilden mé vaere lik effekten til kilden:

(Pilde) = /{1 (S(r)) -dA (4.41)

For & gjore regninga enklere, ser vi pa et kuleskall med radius r og kilden
i sentrum. Siden kilden er kulesymmetrisk, blir integralet i (4.41) trivielt &
lgse:
Piilge = 4128 (r)
Forelgpig har vi Pgge o< 725(r), men Pyjge skal veere uavhengig av r. Det

krever at S(r) har “motsatt” r-avhengighet av r2. For at Pyjqe skal ha samme
verdi for alle r, mé vi altsa ha

1
S(r) o« o

Siden S o< E?, far vi
1

E(r) « - (4.42)
Fra elektromagnetisme kjenner vi godt til elektriske felter som avtar som
1/r? eller raskere. Opphavet til disse feltene har veert ladninger i ro eller
ladninger i bevegelse med konstant hastighet. Det er altsa tydelig at verken
ladninger i ro eller ladning med konstant hastighet kan vaere opphav til elek-
tromagnetisk straling. Det mé veere akselererte ladninger som er ansvarlige
for elektromagnetisk straling.
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

Oscillerende dipol

Et av de enkleste eksemplene (selv om det ikke er sa enkelt) pa en stralings-
kilde, er en oscillerende dipol (figur 4.3). Vi driver ladning fram og tilbake
mellom to metallkuler, slik at ladningen pa dem er

q(t) = qo sinwt.
Det resulterer i et dipolmoment
p(t) = qod sinwt = pg sin wt. (4.43)
Da kan det vises at intensiteten til en slik dipol er

2 A g2
_ popjw” sin® 6
I= Sor2e 2 (4.44)

Legg merke til sinusfaktoren — dipolen straler ikke ut noe som helst langs
aksen (pa aksen har vi sinf = 0), mens vi finner intensitetsmaksimum nor-
malt pa dipolens akse. Vi ser ogsa at intensiteten avtar som 1/r2, slik den
ma gjore.

Da L B »

-q(1)

Figur 4.3: Oscillerende dipol

For & finne kildens effekt, integrerer vi over et kuleskall med radius 7:

2, .4 2 T i
(P) = }[ 1dA = Moo / / S0 2 Gin 0d6do
A 0 0

3272¢ r2

Effekten blir da ) 4
Hopyw
(P) = 50

12mc

(4.45)
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4.6 Straling

Eksempel 4.1: Intensitet fra dipolantenne

En radiosender er satt opp i hgyde h over bakken i et helt flatt
nabolag. Radiosenderen er ei elektrisk dipolantenne med dipolmoment
rettet vertikalt. Fn ingenigr har malt stralingen rett under antenna og
konkludert med at stralingen er svakere enn grenseverdiene. Likevel
klager naboene pa at datamaskiner, stereoanlegg og annet elektronisk
utstyr har oppfert seg merkelig etter at antenna ble satt i drift.

"
| Sem x

Figur 4.4

Oppgave:

1. Kan stralingen fra antenna ha noe med naboenes problemer a gjgre,
selv om stralingen er lavere enn grenseverdiene?

2. Hvor burde ingenigren ha gjort malingene sine?
Losning:

1. Vi bruker koordinatsystemet fra figur 4.4. Rett under antenna har
vi @ = 0. Setter vi det inn i intensitetsformelen, likning (4.44),
ser vi at intensiteten rett under antenna er I = 0. Det ingenigren
har mélt, er bare bakgrunnsstgy som ikke har noe med antenna &
gjore. Denne malinga er altsd ingen garanti for at stralingsnivaet
er akseptabelt hos naboene!

2. Vi ma finne det punktet pa x-aksen hvor strélingen har stgrst in-
tensitet. Intensitetsformelen er avhengig av r og 6; sammenhengen
mellom disse to og x er

. x x
r? =2+ h?; sinf = — =

r r2+h?

forutsatt at vi er pa xz-aksen. Dette setter vi inn i likning (4.44):

_ /Lop%w4 z2 . ﬂ B a2x (h2 — :Jc2)
© 32m2c (22 + h2)2’ de " (22 4 h2)?

a
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

Vi setter % = 0 for a finne intensitetsmaksimum og lgser for x > 0.
0=~h%—2 == r=nh

Malingen av intensiteten bor altsa gjores i en avstand h fra foten
av antenna. Hvis intensiteten der er akseptabel, vil den veere det
overalt ellers ogsa.

4.7 Polarisering

Elektromagnetiske bglger er et eksempel pa transversale bglger, der bade E-
og B-feltet er normale pa forplantningsretningen. Men det er mange retnin-
ger som star normalt pa forplantningsretningen — hvis bglgen forplanter seg
i z-retning, kan E peke i en hvilken som helst retning i zy-planet. Det sam-
me gjelder for andre transversale bglger, for eksempel bglger pa en streng.
Beskrivelsen av en transversal bglge som forplanter seg i rommet er ikke
komplett for vi har sagt 1 hvilken retning utslaget eller feltet peker. Denne
retningen kalles bglgens polarisasjonsretning.

Polarisasjonen angis vanligvis med en enhetsvektor n som peker langs
polarisasjonsretningen. For elektromagnetiske bglger er det vanlig & la E
peke langs n — retningen til B er da bestemt av Maxwells likninger. Et
eksempel pa en linezrpolarisert elektromagnetisk bglge blir da

E = Epncos (k-r — wt)
o (4.46)
B = By(k x n)cos (k-r — wt)
(a) Linezerpolari- (b) (c)
sert Venstresirkuleerpolarisert Hgyresirkulaerpolarisert

Figur 4.5: Forskjellige polariseringer. Bglgen forplanter seg ut av papiret.
Den heltrukne pila er n, den stiplede er —n.

Det finnes flere typer polarisering enn bare lineserpolarisering — bglgene
kan ogsa veere sirkulaerpolarisert, slik at n roterer rundt forplantningsretnin-

gen (se figur 4.5).
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4.7 Polarisering

Malus’ lov

Den enkleste maten a sjekke polariseringa til elektromagnetiske bolger pa,
er & bruke et polarisasjonsfilter. Filteret stopper bglger med en bestemt po-
larisering, mens alt annet slipper igjennom. Vi kan se for oss at filteret er
bygd opp av mange tynne, parallelle elektriske ledere som ligger tett i tett.

L LE
/

7]

v

Figur 4.6: Polarisasjonsfilter med aksen horisontalt.

Nar en elektromagnetisk bglge gér igjennom et slikt filter, vil ikke den
komponenten av det elektriske feltet som er parallell med lederne i filteret
slippe gjennom. Det elektriske feltet parallelt med lederne setter elektronene
i lederne i bevegelse, slik at feltet fra lederne kansellerer feltet til bolgen.
Energien i bglgen som stoppes av filteret gar over til varme i filteret, eller
blir stralt ut igjen i en vilkarlig retning (slik at belgene blir spredt).

Hvis det elektriske feltet i den innkommende bglgen har amplitude FEy,
vil amplituden til den komponenten som gar gjennom filteret veere Ey cos 6.
Intensiteten er proporsjonal med kvadratet av amplituden til det elektriske
feltet: I oc E2. Nar den innkommende bglgen har intensitet Iy, blir intensi-
teten etter filteret

I = Iycos? 6. (4.47)

Dette er kjent som Malus’ lowv.

56



4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

4.8 Elektromagnetiske bglger i stoff

Vi skal bruke Maxwells likninger til & vise at det finnes elektromagnetiske
bglger i stoff. Likningene i materie er:

7{ D-dA = g (4.48)
S
f{ B.dA =0 (4.49)
S
d
fE.dlz—/B-dA (4.50)
c dt Jg
d
fH'dl:Ifri—i—/D%iA (4.51)
c dt Jg

Nar vi skal se naermere pé elektromagnetiske bglger i stoff, skal vi gjgre en
del antagelser. Disse antagelsene er gode for de fleste gjennomsiktige medier
vi er vant med, som vann, glass og plast.

e Det er ingen fri ladning og ingen fri strom.
e Mediene er linezre, slik at D =¢E og H = %B.

e Mediene er homogene, slik at verken € eller p varierer i et medium.

Siden bglgelikninga gjelder for E og B, eliminerer vi D og H med en gang.
Maxwells likninger pé integralform blir da

%sE-dA —0 (4.52)
S
%BdA —0 (4.53)
S
fE.dlz—d/B-dA (4.54)
c dt Jg
1 d
j{B-dl:/sE-dA (4.55)
c M dt Js

Her beholder vi € og p inni integraltegnene, siden vi senere skal se pa grense-
flatene mellom to medier.

Hvis vi sammenlikner disse likningene med Maxwells likninger i vakuum,
ser vi at den eneste forskjellen er at €y og g er blitt erstattet av € og p. Det
vil si at det finnes elektromagnetiske bglger ogsa i stoff, men med hastighet

1
v=—<ec (4.56)

VEH
For de fleste medier holder up ~ u og €p < €.
Egenskapene ved elektromagnetiske bglger i stoff er de samme som i

vakuum. Den eneste forskjellen er at ¢ = —=— m4 erstattes med v = —

Jeoko Tk
Det betyr at likning (4.32) ma erstattes med
E =vB. (4.57)
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4.8 Elektromagnetiske bglger i stoff

Grensebetingelser

For vi kan se naermere pé hva som skjer med elektromagnetiske bglger i over-
gangen fra et medium til et annet, ma vi vite hva slags grensebetingelser som
gjelder. Vi skal finne dem med utgangspunkt i Maxwells likninger. Utford-
ringen blir & evaluere integralene pa venstre side i de forskjellige likningene,
siden vi mé ta hensyn til at € og p har forskjellige verdier pa hver side av
grenseflaten. Malet er & ende opp med betingelser for bade komponentene
av feltene normalt pa grenseflata (E+ og B') og komponentene tangentielt
til grenseflata (Ell og BI).

Figur 4.7: Gaussflate. Medium 1 ligger over den lysegra grenseflaten, medium
2 ligger under.

Vi starter med Gauss’ lov, likning (4.52). Gaussflaten vi skal jobbe med er
boksen skissert i figur 4.7 — den er sveert tynn, men arealet A pa begge sider er
endelig. Siden boksen er tynn, blir arealet pa de vertikale veggene sa lite at vi
kan se bort fra bidragene fra komponentene av E parallelt med grenseflaten.
Gauss’ lov gir da betingelsen (husk at arealvektoren pé undersiden peker
nedover)

]{ eE-dA =1 F{tA — e9Ef A =0,
S
som forenkler seg til
81Ef‘ —EzEé‘ =0. (4.58)

Gauss’ lov for B er pa ngyaktig samme form, si betingelsen for B blir den
samme som for eE:
B —By =0 (4.59)

Nar vi skal se pa Faradays lov (likning (4.54)), velger vi kurven C som
vist i figur 4.8. Den delen av kurven som gar normalt pa grenseflaten er s&
kort at vi kan se bort fra bidraget fra feltet normalt p4 flaten. Da har vi

d
j{E-dl—E{'Z—EQ'z——/BdA
c dt Js
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

Figur 4.8: Amperevei. Medium 1 ligger over den lysegré grenseflaten, medium
2 ligger under.

Siden den delen av kurven som star normalt pa flaten er sveert kort, er arealet
av flaten som kurven er rand til veldig lite. Integralet pa hgyre side er derfor
null. Betingelsen for Ell blir”

El —El =o. (4.60)

Resonnementet for Ampere-Maxwells lov, likning (4.55), folger ngyaktig
samme metode som for Faradays lov. Betingelsene for %B og E mé& altsa
vaere like®:

1 I 1 I
1 1 9 2 ( )

4.9 Refleksjon og transmisjon av elektromagnetiske bglger

Vi skal se naermere pa hva som skjer nar elektromagnetiske bglger gér fra et
medium til et annet. Utgangspunktet vart er grenseflatebetingelsene vi fant
i forrige delkapittel. Vi skal begrense oss til plane bglger med forplantnings-
retning normalt pa grenseflata.
Grenseflata var ligger i xy-planet, og bglgen forplanter seg i positiv z-
retning. Den innkommende bglgen er
E; = Ep, cos (k1z —wt) X
1= Bo cos (b ) ) (4.62)
B; = By, cos (k1z — wt) ¥,
den reflekterte bolgen®
Er = Ey, cos (—k1z —wt) X

) (4.63)
Br = —By, cos(—kiz —wt)y

"Her kunne vi godt ha brukt vektornotasjon, slik at betingelsen blir Ell‘ — Eg = 0.
Grunnen til det er at det ikke er noe spesielt med retningen pa kurven i figur 4.8 —
vi kunne like gjerne ha rotert kurven 90°, og resonnementet vart hadde veert like godst.
likningen vi kommer fram til gjelder altsa for alle tangentialkomponenter av E.

®Her gjelder det samme for B!l som ble sagt om E! i fotnote 7.

“Det negative fortegnet til B skyldes kravet likning (4.31) stiller til retningen pa feltene.
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4.9 Refleksjon og transmisjon av elektromagnetiske bolger

og den transmitterte bglgen

Epr = Fy.. cos (kez — wt) X
7= Bop cos (b, )X (4.64)
Br = By, cos (kaz — wt) y.
Her har vi allerede gatt ut ifra at frekvensen er den samme i begge mediene.
Det er ngdvendig for & bli kvitt tidsavhengigheten i grenseflata.

A

X

\ Grenseflate

Wi
Figur 4.9

Grensebetingelsene er gitt av likningene (4.58) til (4.61). De to forste, som
setter krav til komponentene av feltene som star normalt pa flata, er enkle &
oppfylle: Vi vet allerede at bglgen er transversal, sa nar bglgen forplanter seg
normalt pa flata, er alle normalkomponentene null. De to siste betingelsene
krever litt mer arbeid.

Likning (4.60) sier at tangentialkomponentene av E skal veere kontinuer-
lige i grenseflata:

(EI+ER)—ET:0
Ey, cos (k12 — wt) + Ey,, cos (—ki1z — wt) = Ey, cos (kaz — wt)

Her kan vi stryke alle cosinusfaktorene, siden vi har z = 0 i grenseflata som
sgrger for at argumentene til alle cosinusene er det samme. Det gir den forste
betingelsen:

EO[ + EUR = EOT (465)

Likning (4.61) gir en betingelse for Bll. Vi setter inn fra (4.57) for & fa
en betingelse pa F isteden.

1 1 1
— By, — —

By, = — By
11 pr e T
1 1 1
Eo, — ——Eo, = —Ey
H1v1 ! H1v1 f H2V2 g
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4 ELEKTROMAGNETISKE BOLGER

EOI - EOR = ﬁEOT (466)
I siste linje har vi satt
— A (4.67)
H2V2

Det eneste som gjenstar, er & lgse likningene (4.65) og (4.66) for Ey,, og Eo,.
Det gir oss

1—
) (4.68)
Ey, = ——Ey,.
O 1+ﬁ 0r

Vanligvis er p ~ pg en god tilngerming. Bruker vi den her, far vi g =
v1/ve. Innsatt i uttrykkene for amplitudene til reflektert og transmittert
bglge gir det

E N 1—’[)1/1}2 _1)2—’[)1
Or = 1+ vy /vo 0 o (4.69)
2 21)2 )
Ey =

=———Fy, = 0;-
S A B VI S

Dette er faktisk ngyaktig de samme uttrykkene som gjelder for bglger pa en
streng.

Som for mekaniske bglger kan det veere interessant & se pa hvor mye av
energien i bglgene som reflekteres og hvor mye som gar igjennom grenseflata.
Intensiteten til en harmonisk elektromagnetisk bglge i stoff er I = %61}E2.
Viuttrykker refleksjons- og transmisjonskoeffisientene ved brytningsindeksen

n = c/v.
Ir Eo, \? ny —ng\?
R =2 — Liag e 4.70
Iy <E01 ) (’I’Ll + no ( )
2
7o I _ cavo (EOT) b _Amina (4.71)
Iy eaiv \ Ey, (n1 + n2)

Her har vi satt u = pg underveis.

Det neste steget det er naturlig & ta na, er & bruke grensebetingelsene vi
allerede har pa plass til & utlede brytningsloven, og samtidig finne hvor mye
av bglgen som reflekteres og transmitteres. Selv om vi vet alt vi trenger &
vite, skal vi la det vaere. Utregningene er ikke spesielt vanskelige, men de er
ganske omfattende.
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5 Optikk

5.1 Geometriske problemer

Dette delkapittelet tar opp en del grunnleggende geometriske sammenhen-
ger, og gir tips til fremgangsmater for & lgse geometrioppgaver. Er man
komfortabel med dette, kan man ngye seg med et lite blikk pa figurene,
men det er verdt & merke seg at det er essensielt & beherske geometri i det-
te faget. Toppvinkler, som vist i figur 5.1, er alltid like. For en linje som

Figur 5.1: Toppvinkler.

Figur 5.2: Linje som skjarer to parallelle linjer.

skjeerer to parallelle linjer, har vi sammenhengen mellom vinklene som vist
i figur 5.2. To vinkler, hvis vinkelbein star parvis vinkelrett pa hverandre

A

(a) (b)

Figur 5.3: Vinkler med vinkelbein som star parvis vinkelrett pa hverandre.
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er like!. Som vi ser av figur 5.3, m& man av og til tenke seg om for & se
hvilke vinkler som er like. Denne regelen er lett & skjgnne hvis man tenker
over hva som skjer nar man roterer to linjer med identiske vinkler, i samme
rotasjonsretning; vinkelen mellom linjene vil apenbart veere den samme som
fer. Det som avgjgr om vinklene i figur 5.3 star vinkelrett pa hverandre, eller
om summen av dem er 7, er om de to vinkelbeina blir rotert i samme retning
eller ikke.

Figur 5.4: Bevis for vinkelsummen av en n-kant.

Retningsendring

En ofte veldig nyttig fremgangsméate i oppgaver som omhandler lysstraler
som opplever ulike brytninger, er & se pé retningsendringen til stralen. Trikset
er & se pa hvor mye stralens retning endrer seg i hver enkelt vinkel, for deretter
a finne ut hvor mye retningen endrer seg totalt. Dette kan veere en nyttig
teknikk selv om det ikke er en fysisk strale vi regner pa. Folgende utledning
av vinkelsummen i en n-kant gir et eksempel pa hvordan man kan ga frem:
hvis vi tenker oss at vi starter et sted pa n-kanten, og gar rundt n-kanten
mens vi ser i den retningen vi gar hele tiden, vil retningsendringen vi har
opplevd nar vi gatt én runde veere 27. Vi har altsa rotert én gang om var
egen akse nar vi har gatt rundt hele n-kanten. Navngir vi vinklene i n-kanten

som i figur 5.4, har vi:
n

Zvi = 2.

=1

'"Her er det viktig at venstre vinkelbein i den ene vinkelen star vinkelrett pa venstre
vinkelbein i den andre, og at begge de hgyre vinkelbeina star vinkelrett pa hverandre.
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Vi er ute etter summen av vinklene inni n-kanten, vi har:

vinkelsum = Z(ﬂ' —v;) = (n—2)m. (5.1)
=1

Vi har na utledet en svaert generell regel pa en kortfattet mate som illustrerer
anvendeligheten av retningsendring. Nar det gjelder regelen om vinkelsum,
bgr alle vaere kjent med at vinkelsummen er 7 i en trekant, og 27 i en firkant,
men man far sjelden bruk for denne regelen for n > 4. Vi tok den derfor med
mest fordi utledningen er leererik.

Tips til fremgangsmate i geometrioppgaver

e Lag en stor, tydelig figur.

e Se etter hvilke vinkler som er like, og finn relevante vinkler ved & sum-
mere vinkler i trekanter og liknende. Se etter symmetrier.

e Bruk Snells lov og refleksjonsloven, eventuelt utnytt Huygens’ eller
Fermats prinsipp, som blir forklart i de neste delkapitlene.

e Undersgk om det finnes en kjent total retningsendring (eller om det er
denne det spgrres etter), summer i s& fall retningsendringene.

e Forleng linjer slik at de mgtes, og lag hjelpelinjer som forer til at du far
rettvinklede eller likebeinte trekanter. Dette kan ofte gjgre det lettere
4 regne seg frem til vinkler.

e Sett opp sammenhengene du har funnet i et likningssett, og lgs.

Eksempel 5.1: Svakt konveks linse

OBS! Dette er et langt og relativt vanskelig eksempel, kanskje
mest for spesielt interesserte. Ei konveks linse er tykkere i sentrum enn
ute i kantene, men hvor mye tykkere? Dette er sa klart avhengig av hvor
mye man gnsker at linsa skal forstgrre, og av hvilken brytningsindeks
n den har. Det er ogsd avhengig av utstrekningen. Som vist 1 figur
5.5, plasserer vi linsa med sentrum i z-aksen, og lar straler komme inn
parallelt i positiv z-retning. Linsas radius er rg, og den samler stralene
i et punkt zg pa z-aksen. Avstanden til linsas brennpunkt zg er mye
storre enn radien rg. Stralene kommer inn langs innfallsloddet (i z = 0),
men blir brutt pd vei ut igjen. Linsas nederste kant er vannrett, mens
den gvre kanten har en ukjent radiell form f(r).
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: an

Figur 5.5: Lysgjennomgang i linse.

Vi vil fgrst prgve & finne noen grunnleggende sammenhenger. Vis at

stralenes innfallsvinkel er lik — f/(r).

f(r)

1
einn

Figur 5.6: Hva er sammenhengen mellom 6;,,,, og f(r)?
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5.1 Geometriske problemer

Lgsning: vi finner innfallsvinkelen 6;,, av figur 5.6:

dz
tan 0;n, = =—f'(r).

Nar zg >> rg er 0, liten, sa
Oinn = —f' (7).
Vis at retningsendringen til lysstralene er —(n — 1) f'(r)
Lgsning: vi innfgrer innfallsvinkelen 6;,,, utgangsvinkelen 6,:, og
retningsendringsvinkelen ¢, som vist i figur 5.5. Ved Snells lov er
n - SinBinn = Ny gt - Sin Oy
N Oinn = Ous
for sma vinkler 0;,, og 0., og nar vi tilneermer brytningsindeksen for

luft, ng, s til 1. Lysstralene har dermed retningsendring ved utgangen
fra linsa:

¢ = eut - emn = (TL - 1)92nn = 7(” - 1)f/(7“)

Vis at .
——=—(n—1)f'(r
= (=P
og finn tykkelsen h i sentrum av linsa.
Losning: det er rimelig greit & se at tan(¢) = ﬁ om man la-

ger seg en rettvinklet hjelpetrekant som i figur 5.5. Ved a huske pa at
retningsendringen ma veere liten siden zg >> rg er tan(¢) = ¢ og vi er

i mal, m = —(n — 1)f'(r). Dette er en differensiallikning som kan
lpses slik: p
—r z
—(n—1) =
20 — 2 (n=1) dr’

separerer likninga og integrerer over omradet pa figur 5.5:

- /Om rdr = (n— 1) /ho(zo — 2)dz,

2 h2
—% = —(n = D(z0h — ),
h? a®
= b4+ ——
0= ~=ht o 1y

lgser med hensyn pa h:

2
hZZo:l:\/ZS—Ll,
n_

siden h << zp far vi bare én lgsning:

a2

h=zy— /22— .
O n-1
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5.2 Fermats prinsipp

Oppforselen til elektromagnetiske bglger er fullt ut bestemt av Maxwells
likninger, men disse er kompliserte, og i mange tilfeller er det lettere ma-
ter & finne ut hvordan lys og andre bglger brer seg. Fermats prinsipp og
Huygens’ prinsipp gjgr det mye enklere & regne pa og forstd hvordan lyset
brer seg. Vi har sett spesielt pa hvordan disse prinsippene kan brukes til &
utlede refleksjonsloven og Snells brytningslov, fordi dette er gode eksempler
pa anvendelse av prinsippene.

Fermats prinsipp

En lysstrale folger den ruten mellom to punkter som tar kortest
tid.

B

“ L >

Figur 5.7: Utledning av Snells brytningslov ved hjelp av Fermats prinsipp.

Vi skal n& bruke Fermats prinsipp til & utlede Snells brytningslov. Figur
5.7 viser en lysstrale som blir brutt i en grenseflate mellom to medier med
brytningsindekser n; og ne. Brytningsindeksene er definert ved at hastighe-
ten til lyset er v1 = ¢/ny i medium 1, og vo = ¢/ng 1 medium 2. Fermats
prinsipp tar utgangspunkt i tidsbruken, sa vi setter opp tiden lyset bruker
fra punkt A til punkt B, deriverer med hensyn pa x, og setter lik null for &
finne minimal tidsbruk:

t_nlw/x?—kh%_i_ng- (L — )2 + h3

C C

dt ny-x ng- (L —x)

do /22 +h2 c/(L— )2+ h3
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5.3 Huygens’ prinsipp

Vi ser av figuren at

sinff = ————, o
! V12 + hi &
I —
sin fy = < .
(L — )%+ h3

Vi far da

ny . ng .
—sinf; = —=sin 6y
c c

n1 sinfq = ng sin s, (5.2)

5.3 Huygens’ prinsipp

Huygens’ prinsipp

Hvert punkt pa en bglgefront kan regnes som en kilde til “sekun-
deere” bglger som sprer seg utover i alle retninger med hastighet lik
primaerbglgens hastighet. Bglgefronten til primaerbglgen vil senere
tangere alle de sekundaere bglgene.

T XX X X X X X<

Figur 5.8: Illustrasjon av Huygens’ prinsipp.

Alle resultater vi utleder med hjelp av Huygens’ prinsipp, kan ogsé utledes
fra Maxwells likninger. Huygens’ prinsipp er veldig illustrativt, og gir en god
forstéelse av hvordan belger brer seg. Vi skal vise hvordan det kan brukes til
& utlede refleksjonsloven og brytningsloven.

Figur 5.9 viser en bglge som blir reflektert i overgangen mellom to medier.
Overbevis deg om at vinklene pa figuren stemmer. A; As er bglgefronten fgr
den blir reflektert, vi bruker s& Huygens’ prinsipp til & finne belgefronten
B1 B, etter refleksjonen. Siden bglgehastigheten her er den samme overalt,
kan vi bruke passeren til & bestemme hvor bglgefronten kommer etter en tid.
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I By

Figur 5.9: Utledning av refleksjonsloven ved hjelp av Huygens’ prinsipp.

Dette gir oss at A1 B1 = Ay Ba(= vt). Vi ser av figur 5.9 at

sin 8, = ALBy 0
r A By’ g
sin 0; = A2 B,
" A1By

Siden AlBl = AQBQ far vi

sin 6, = sin 6;,

0; = 0,. (5.3)

Nér en bglge blir reflektert, er refleksjonsvinkelen lik innfallsvinkelen. Figur

A\,

6,
B,

Figur 5.10: Utledning av Snells brytningslov med Huygens’ prinsipp.

5.10 viser en bglge som blir brutt i overgangen fra medium 1 til medium 2.
Farten til bglgen er ulik i de to mediene, henholdsvis v1 = ¢/nj og v =
¢/ny. A1 Az er bglgefronten like for den passerer over i medium 2, By By er
bglgefronten like etter passeringen. Huygens’ prinsipp bestemmer hvor langt
bglgen flytter seg i det aktuelle mediet pa en tid At. For de to delene av
bolgen som vi undersgker, har vi A1By; = At-vy = (At-c)/ng og AsBy =

69



5.4 Regnbuen

At-v; = (At-c)/ni. Som i utledningen av refleksjonsloven bruker vi at
bolgen propagerer rett frem nar den ikke skifter medium, da ma ZA; B1 B>
og LA1As By veere rette vinkler. Vi har na av figur 5.10 at

A1B1 AQBQ
A1By = =
122 sin 69 sin 64
At-c At-c

nosinfly  mqsinby
nq sin #1 = ng sin

som er Snells brytningslov.

5.4 Regnbuen

Regnbuen er et interessant optisk fenomen som vi skal se litt ngyere pa.

Dispersjon

X
O

Figur 5.11: Enkel molekylmodell.

Alle har i grunnskolen sett lys bli brutt gjennom et prisme, og at de ulike
fargene blir brutt ulikt. Det som skjer er at de ulike frekvensene av lyset
har forskjellige hastigheter inne i prismet, det er dette vi kaller dispersjon.
Dermed far vi frekvensavhengige brytningsindekser n = ¢/v. Sammenhengen
finner vi ved & se pa vannets dielektriske egenskaper. En forenklet modell av
et dielektrikum er vist i figur 5.11. En elektromagnetisk bglge virker som
en ytre kraft som far elektronet til a svinge. Molekylmodellen var har en
resonansfrekvens® som bestemmer hvordan den reagerer pa den patrykte

2Se eksamen hgsten 2006, oppgave 2 for en god oppgave knyttet til regnbuen.

3Vannmolekylene har flere resonansfrekvenser som kommer av at bade elektronene og
atomkjernene beveger seg i forhold til hverandre. Mer om dette i bl.a. TFY4215 Kjemisk
fysikk og kvantemekanikk.

70
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kraften. Vi far en tvungen svingning, med amplitude A ~ Ey/(w3 — w?) (se
kapittelet om svingninger). Dette gir molekylet et indusert dipolmoment

Eq
p=ed~ 55
(,UO w

Den elektriske polariseringen til dielektrikumet (som er dipolmoment per

volumenhet) er dermed P = ggx.E = EgK/(wi—w?), der K er en proporsjonalitetskonstant.
Vi ser na pa den elektriske forskyvningen:

D =¢oFE + P =c¢pe.F

_b_r
N €0 €0
P
En — —
€0
K
—Fy(1- ——
’ < eo(wd — w?))
B _ (K
& 0 go(wi — w?)
K 1
r(w) = () = <1 oW — w2)>

Altsa blir brytningsindeksen stgrst nar frekvensen til de elektromagnetiske
bglgene er neer en av resonansfrekvensene til vannmolekylene. For synlig lys
er w << wp. Av dette folger ogsa at det lyset med hgyest frekvens vil ha
stgrst brytningsindeks. Det bl lyset, med bglgelengder rundt 400 nm, har
hgyere frekvens enn det rode lyset, med bglgelengder rundt 700 nm.

Mange tror at fallende regndraper har en fasong som likner pa den de
har nér de henger, like for de faller ned fra en gjenstand. Dette er ikke
riktig. P4 grunn av overflatespenningen til vannet, vil fallende regndraper
ha form omtrent som ei kule. Luftmotstanden gjor at kuleformen riktig-
nok bare er tilnaermet, men den duger til vart formal. I figur 5.12 vises
den lysgjennomgangen i en regndrape som forer til den primeere regnbuen.
Lyset blir fgrst brutt pa vei inn i drépen, deretter reflektert i bakkant,
fgr den blir brutt pa vei ut igjen av drapen. Refleksjonsloven medfgrer at
lysgjennomgangen er symmetrisk om linjen som deler vinkelen o pa midt-
en. La oss forst se pa det rent geometriske problemet med & bestemme «
nar 0, er kjent. Dette kan gjores pa flere mater, men mest konsistent med
kapittelet om geometriske problemer er det om vi ser pa retningsendringen
til lysstralen. Totalt ma denne, av figur 5.12, vaere m — . Vi summerer ret-
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5.4 Regnbuen

Figur 5.12: Lysgjennomgang i regndrape som gir den primaere regnbuen.

ningsendringene:

m—a = (01 — b) + (1 — 262) + (61 — b) = 7 + 201 — 46,
a = 40y — 20, = 4arcsin (1/(nsin b)) — 26,

Her har vi brukt Snells lov for & finne 6o uttrykt ved 6. Vi skal ikke
bruke tid pa & regne ut hva « typisk er, men en sannsynliggjgring er pa sin
plass. Det kommer inn sollys med lik tetthet fra venstre pa figur 5.12, men
tettheten er ikke lik for alle #1. Mye av lyset kommer inn med 61 ~ 60°. Nar
lyset kommer ut igjen av drapen er det ganske samlet, med « litt i overkant
av 40°. a er 40, 8° for det fiolette lyset, og 42, 5° for det rade lyset.

Hvor stor del av lyset folger akkurat denne banen gjennom drapen? Om-
trent 90% gar inn i drapen, bare 5% av dette blir reflektert i bakkant, 90% av
dette igjen kommer ut i neste brytning. Dette forer til at det er refleksjonen
som bestemmer polarisasjonen av lyset i regnbuen. Det er nemlig nesten bare
lys polarisert normalt pa innfallsplanet som blir reflektert i bakkant. Lyset i
regnbuen er fglgelig polarisert tangentielt til buen.

Regnbuen er selvsagt bare en del av en full sirkel, men man ser vanligvis
bare en bue fordi man mé ha en betydelig fri sikt for at lyset skal treffe
et tilstrekkelig antall regndraper. Sentrum i regnbuen vil ligge med samme
vinkel under horisonten som solen ligger over, mens vinkelen o bestemmer
radius til buen.
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Eksempel 5.2: Sekund=r regnbue

Av og til kan man se en sekundser regnbue utenfor den primaere.
Fargene i den sekundare regnbuen er invertert i forhold til den primeaere,
og den er mye svakere. Dette er fordi lysgjennomgangen som forer til den
sekundzere buen bestar av to refleksjoner inni drapen, som begge slipper
gjennom omtrent 5% av lyset. Figur 5.13 viser lysgjennomgangen
som fgrer til den sekundeere regnbuen. Hvordan er sammenhengen
mellom innfallsvinkelen 6; og vinkelen «, der a bestemmer radius i den
sekundeere regnbuen, gitt brytningsindeksene no til lyset i vann og ng i
luft?

Figur 5.13: Lysgjennomgang som gir sekundeer regnbue.

Losning: Her har lyset fatt en stgrre retningsendring enn i den primeere
regnbuen. Retningsendringen er

T+ a = 2(91 —92)+2(7T—292),
o =+ 201 — 66.

Vi bruker Snells lov 65 = arcsin Z—; sin 01 :

.ony .
a =7+ 207 — 6 arcsin — sin 64
ng

Eksempel 5.3: Ring rundt manen
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5.5 Interferens

P& klare vinternetter kan man av og til se en hvit ring rundt
manen, noe som for i tiden var regnet som et sikkert tegn pa at det var
darlig veer i vente. Ser man etter pa gode bilder, kan man se at den
innerste kanten av ringen er rgdlig. Ringen er sterkest lengst inne, og
blir gradvis svakere utover. Den karakteristiske ringen kan ogsa av og til
ses rundt solen. Denne gangen er det ikke lys gjennom regndraper som
er arsaken, men lys som blir brutt gjennom heksagonale iskrystaller i
hgytliggende cirrusskyer. Disse skyene kommer gjerne et par dager for
et lavtrykk, sd méaneringen kan faktisk signalisere et veerskifte. Figur
5.14 viser den lysgjennomgangen i iskrystallene som fgrer til den minste,
indre radiusen i ringen. Vi regner ikke ut hvor stor lysbrytningen er,
for denne oppgaven er gitt i gvingsopplegget i faget. Bruk n = 1,306 sa
far du 21, 54° for det rgde lyset. Det bla lyset kommer omtrent en grad
lenger ute.

Figur 5.14: Lysgjennomgang som gir ring rundt manen eller solen.

5.5 Interferens

Siden bglgelikninga er lineser (bare inneholder ledd av forste orden) og homogen,
tillater den superposisjon av beglger. Det vil si at hvis fi(r,t), fo(r,t), ...,
fn(r,t) er lpsninger av bplgelikninga, vil enhver lineserkombinasjon ag f1 +
asfo+ ...+ anfn av disse ogsa lgse bglgelikninga, uavhengig av formen til
funksjonene. Interferens er nér to eller flere fysiske belger forplanter seg pa
samme sted, til samme tid, og vi far utslag som skriver seg tilbake til mer
enn én bglge. I naturen er interferens lett & observere ved for eksempel &
slippe to steiner i vann og se mgnsteret bglgene lager. Har to bglger utslag i
samme retning, snakker vi om konstruktiv interferens. Er utslagene motsatt
rettet, har vi destruktiv interferens.
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5.6 Diffraksjon

Diffraksjon er nar bglger blir bpyd rundt hindringer. Vi vet at havbglger
brer seg rundt gyer, og at lydbeglger snor seg rundt gatehjorner, dog med
en viss svekkelse. Graden av svekkelse er avhengig av bglgelengden. Dette
gar an a se pa sjgen, der de lange havdgnningene lettere kan runde hjgrner
enn bglger med kortere bglgelengde. Lys har bglgenatur, derfor blir ogsa
lyset beyd nar det passerer hindringer. Siden det synlige lyset har sa mye
kortere bglgelengde enn lydbglgene og havbglgene, er effekten mye svakere
for lys. Likevel blir bgyningen av lyset betydelig hvis det gar gjennom veldig
smé apninger. Lager du en grliten apning mellom fingrene, og legger gyet
inntil, ser apningen veldig mye stgrre ut enn det den er. Dette kommer av
diffraksjon. Som vi skal se, er diffraksjonen stgrst nar lyset gar gjennom
smé apninger. Vi skal fgrst konsentrere oss om diffraksjon gjennom slike smé
apninger, og gitre av mange sma apninger.

Figur 5.15: Tospalteeksperimentet.

Vi sender lys parallelt inn mot en plate med to smale spalter. Er spaltene
smale nok, gir Huygens’ prinsipp oss at lyset sprer seg som sirkelbglger ut fra
den andre siden av platen. Plasserer vi en skjerm et stykke unna platen, vil vi
fa opp et mgnster av lyse og mgrke striper, som fglge av interferens mellom
lyset fra de to spaltene. Figur 5.15 viser hvordan vi kan finne lysmaksima pa
skjermen. Antar vid < L, er 61 = 05 = 0, figur 5.16 gir oss o —r1 = dsin .
Vi vet dermed at lysmaksima inntreffer nar

dsinf, = n\,
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5.6 Diffraksjon

dsin 0

Figur 5.16: Lysutgang fra spaltene i tospalteeksperimentet.

der n er et heltall. Lysminima finnes tilsvarende ved

1
dsinf,, = <n+ 2> A

Intensitetsfordeling ved diffraksjon fra to spalter
Vi skal na se pa intensiteten i punktet P. Vi finner forst det elektriske feltet:

E=F + E
= FEy(sin (kr1 — wt) + sin (krg — wt))

= 2Fj cos <k:(7“22—7"1)> sin (k(m;—ﬁ) — wt)

Her har vi brukt at sina + sin 3 = 2cos ((a — ) /2) sin ((a + 3)/2), og sett
bort fra at Ey avtar med stigende r for sylinderbglger. Intensiteten er:

I = ceo(E?)
= cedE3 cos? <k’ds21n€> (sin? <l<3(7“22+7'1) — wt))
= 2cg9 B3 cos® (kd 321n9>
= 41 cos® <7rdi\1n 9)
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Intensitetsfordeling ved diffraksjon fra mange spalter

Denne utledningen er i detalj ikke pensum, vi tar den med for & vise at den
gar an a gjore. Som for to spalter finner vi forst det elektriske feltet:

E=FE+FE+...+ Eyx
= Ep(sin (kr1 — wt) + sin (krq + kdsin 6 — wt)+
... +sin (kr; + (N — 1)kdsin 6 — wt)

N-1
— EO Im Z ei(krl-i—jkdsinﬁ—wt)
7=0

J

N-1

= EyIm ei(kzrl—wt) § : eikdsin@
: S——
J=0 q

N& bruker vi summeformelen for geometriske rekker,

N-1 1—gN-1
q: —_—mmm

1—gq

[en]

j=
(side 112 i Rottmann), med ¢ valgt som i likninga over:

. 1— (eikdsinG)N
_ kri—wt
E_Eolm{ez( et 1 _ gikdsin®

1 ( iNkdsin 0 ) 2
i(kr1—wt)
ikdsin 6\ 2
1—(e 2
. i —iNkdsin 6 iNkd sin 6
i(kr1—wt+z(N71>2kdsme>€ 2 —e 2

=EpImqe —ikdsing ikdsin 0
e — €

N& bruker vi sammenhengen mellom sinus og den komplekse eksponential-

:E()Im e

funksjonen,
) el _ p—ix
sinz = :
21
(side 85 1 Rottmann), som gir
sinz e —e ™

siny eW —e W’

Med henholdsvis * = Nkdsinf/2 og y = kdsin /2, far vi

; i s Nkdsin 6

. . i(N—1)kdsin 0 | g1y =22
E:%mléW“““rfﬁgggf
o kdsin @

S11 I —

sin Nkdsin 6

- 2
sin kd 52111 0

= F,

N -1 i
sin <k:r1 —wt—i—()kd8m9>.

2
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5.6 Diffraksjon

Intensiteten blir:

I~ (E?),
I {Mn(deslnH)}
0 sin(%d sing)
_ iR Tsing) (5.4)

sin? (24 ¢ sin 6)

Intensitetsfordeling ved diffraksjon fra en bred spalte

Vi tenker oss na at en spalte med bredde a tilsvarer et diffraksjonsgitter med
n spalter av bredde a/N, N — oo. Vi setter inn d = a/N 1 likning (5.4).

sin=2 )\ 2 sin

I = I 12

sin =% N>\ sin 6

2

sinZ2 3 2 sin 0

sin=2 3 2 sin 6

~ I
ol )\51119

= IhN?[— ]2

)\ 2 sin 6

Iy er intensiteten som kommer fra en infinitesimal spalte, ndr N — oo gar
Ip mot 0 slik at I(0) = N2Iy = konst. Dette er lett & tenke seg til, for det
elektriske feltet i retning 6 = 0 er proporsjonalt med antall spalter, £ < N,
og I o< E? o« N?. Altsé er intensitetsfordelingen fra en spalte

sin 3
B

2, B = ™ sine. (5.5)

16) = 1(0)] -
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6 SPESIELL RELATIVITETSTEORI

6 Spesiell relativitetsteori

6.1 Hendelser og inertialsystemer
Hendelser

En hendelse er noe som skjer i en bestemt posisjon ved et bestemt tidspunkt.
Et enkelt eksempel er en kanonkule skytes ut i en hgyde h ved tiden ¢ = 0.
For & drive kvantitativ vitenskap er vi helt avhengig av & ha en entydig méte
a referere til hendelser pa. Erfaringsmessig er fglgende ngdvendig, men ogsa
tilstrekkelig:

e Posisjonen angis med tre koordinater i et referansesystem, det vil si et
koordinatsystem definert relativt til en bestemt referansehendelse.

e Tidspunktet angis med en koordinat av en bestemt klokke. Nullpunktet
til klokken mé vaere definert samme referansehendelse som posisjonen.

Uten referansehendelse gir de fire koordinatene ingen mening.

I denne sammenhengen kan vi stille to kritiske spgrsmal. For det fgrste:
Hvilke koordinater vil observatgrer i forskjellige referansesystemer gi en og
samme hendelse? For det andre: Hvordan er koordinatene i forskjellige refe-
ransesystemer relatert til hverandre? Den spesielle relativitetsteorien gir et
oppsiktsvekkende og kontraintuitivt svar som vi skal se naermere pé her.

Inertialsystemer og andre systemer

Referansesystemer blir vanligvis klassifisert i to forskjellige grupper: Inertial-
systemer og andre systemer (som ikke er inertialsystemer). Et intertialsystem
er et referansesystem hvor Newtons 1. lov gjelder. Andre navn pé inertial-
systemer er treghetssystemer og galileiske systemer.

Den galileiske transformasjonen

A A

y y

S X .
>
Figur 6.1

I figur 6.1 beveger S’ seg langs z-aksen til S med hastighet v. De to
referansesystemene har hver sin klokke. I det origo til S og S’ faller sammen,
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6.2 Michelson-Morleyeksperimentet

stilles klokkene slik at t = ¢’ = 0. Avstanden fra en vilkdrlig hendelse A til
origo i S” kan males bade fra S og S’. I utgangspunktet har vi ikke grunnlag
for & anta at disse to malingene gir samme resultat. La derfor avstanden
malt i fra S veere d og avstanden malt i fra S’ veere d'. Da vil z-koordinaten
til A veere x4 = d+vt. For Einstein antok man at! @’ = d. 2’-koordinaten til
A vil da veere gitt ved 2’y = x4 — vt. Dette gjelder for alle hendelser. Videre
antok man at t = t’. Dette er den galileiske transformasjonen.

Den galileiske transformasjonen

/
x =x— vt

. (6.1

Den galileiske transformasjonen er en mulig oppskrift p4 hvordan koor-
dinater i forskjellige referansesystemer er relatert. Dette er sikkert ikke nytt.
Vi har likevel tatt den med her for & vise hvordan den star i forhold til
resultatetene av den spesielle relativitetsteorien.

6.2 Michelson-Morleyeksperimentet
Utgangspunktet: Forestillingen om en eter

I 1861 fullforte Maxwell sitt arbeid med & samle elektromagnetismen og
optikken i én, fullstendig teori. Der inngikk det at lyset hadde en endelig
hastighet som i vakuum var lik c.

Pa 1800-tallet var den radende oppfatningen at lys var en bolge som for-
plantet seg i et saregent medium kalt “eteren”. Eteren fylte hele universet
og ble antatt & veere i ro. Eteren gjaldt derfor som det absolutte “referan-
selegeme” i elektromagnetismen, slik at lyset forplantet seg med hastighet ¢
relativt til eteren.

Michelson og Morley utfgrte i 1887 et eksperiment for & kartlegge Jordens
bevegelse relativt eteren. P4 den maten skulle de teste hypotesen om at
eteren var i ro. Her skisseres eksperimentet i grove trekk (merk at vi ikke
bruker relativitetsteorien her, da den ikke ble kjent for i 1905).

Hovedtrekkene ved eksperimentet

La eterens hastighet relativt Jorden veere v, se figur 6.2 (Jorden antas &
bevege seg tilnaermet linezert). La en koherent? lyskilde sende ut en lysstrale.

! Antagelsen var mer eller mindre ubevisst.
2En lyskilde er koherent nar alt lyset den sender ut er i fase.
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Speil S
I R
l Stralesplitter
Kilde I Speil S,
«— [ —>
U

Skjerm

Figur 6.2: Oppsett i Michelson-Morleyeksperimentet.

Tabell 3: Storrelser i Michelson-Morleyeksperimentet (tilnsermet).

Lyshastigheten relativt til eteren c=3x10%m/s
Eterens forventede hastighet relativt jorda (minimum) v =3 x 10* m/s
Lengdene for den splitta stralen (se figur 6.2) L=11m
Bglgelengde for laserlyset A =500 nm

En stralesplitter deler stralen i en strale T og en stradle R. Bade R og T
treffer s& hvert sitt speil Sp og Sr, hvorpa de reflekteres og igjen treffer
stralesplitteren. Her samles stralene igjen, og den samlede stralen U lager et
interferensmenster pa en skjerm.

Tiden stralen R bruker fra stralesplitteren til speil St og tilbake er

L L 2L 2L

c+v c—v 2 —0v? c(l—%;)

siden lyset har “medvind” (hastighet ¢+ v) pa vei til Sg og “motvind” (has-
tighet ¢ — v) pa vei tilbake. Dette gir at tilbakelagt strekning for R relativt

eteren er )
2L
dp= —= ~2L(1 + 2—2). (6.3)

==

C

Tiden stralen T bruker fra stralesplitteren til speil St og tilbake er gitt
ved

Ath = (2L)? + v?t3.,

der vi altsd har brukt Pythagoras’ teorem (se figur 6.3). Loser vi for tg, far
vi

2L
= = (6.4)



6.2 Michelson-Morleyeksperimentet

Speil S,

Splitter

Figur 6.3

Da er tilbakelagt strekning for T relativt eteren

2L v?
dr = — ~ 2L(1 + —
T (+2C2

2
v
1=

). (6.5)

Differansen i tilbakelagt strekning for de to stralene blir

2
dR—dT ZAd%LCfQ. (6.6)

Vi ser altsa at strale T vil tilbakelegge en mindre strekning enn stralen R.
Det vil derfor generelt vaere en viss faseforskjell A¢ mellom de to stralene
nar de mgtes i stralesplitteren. Faseforskjellen er

27 Lv?

Ac?

Ap = kAd ~ (6.7)

For & veie opp for ungyaktigheter i apparaturen, utfgres eksperimentet
forst en gang, for hele apparaturen snus 90°. Da er rollene til dg og dr byttet
om, og fageforskjellen apparaturen viser for og etter vi snur apparatet er den
dobbelte av den vi beregnet i likning (6.7):

B A7t Lv?

Ap=—7 (6.8)

Det er likevel en viktig forskjell mellom resulatet vi méler na og det forrige:
Dette resultatet pavirkes i svaert liten grad av ungyaktigheter ved appara-
turen — de ungyaktighetene korrigeres for siden vi tar differansen mellom to
malinger. Innsatt tallverdier fra tabell 3 far vi en forventet faseforskjell

A¢p =21 x04. (6.9)

Det eksperimentelle resultatet avvek kraftig fra det forventede. Michelson og
Morley malte en faseforskjell

A¢ < 27 x 0.01. (6.10)
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6 SPESIELL RELATIVITETSTEORI

Resultat og kommentarer

Resultatet var uventet: Michelson og Morley fant en forskyvning av fasen
som var mye mindre enn en tjuendedel av den forventede forskyvningen.
Forst diskuterte man muligheten at eteren ble dratt med Jorden slik at den
lokale hastigheten relativt Jorden var liten. Resultatet anses derimot i dag
som negativt: hvis det eksisterer en eter si beveger den seg ikke i forhold
til Jorden. Merk at det negative utfallet ikke beviser at lysets hastighet i
vakuum er c i alle inertialsystemer.

6.3 Einsteins to postulater

Einsteins postulater

1. Det spesielle relativitetsprinsippet: Alle fysikkens lover har samme
form i alle inertialsystemer.

2. Lysets hastighet i vakuum er c i alle inertialsystemer.

Ved hjelp av disse to postulatene utledet Einstein hele den spesielle relativi-
tetsteorien.

Einsteins 1. postulat

Ikke noe mekanisk eksperiment kan avgjere om det referansesystemet ekspe-
rimentet blir beskrevet relativt til er i ro eller i rettlinjet, uniform bevegelse.
Da er det ogsa naturlig & kreve at mekanikkens lover skal speile dette, det
vil si at alle mekanikkens lover har samme form i alle inertialsystemer. Dette
er det galileiske relativitetsprinsippet.

Einstein innsa at heller ikke noe elektrodynamisk eksperiment kan skille
mellom rettlinjet uniform bevegelse og “ro”. Dette sto i skarp motsetning til
oppfatningen om at eteren var det absolutte referanselegemet. Derfor utvidet
han det galileiske relativitetsprinsippet til & omfatte alle fysikkens lover.

Einsteins 2. postulat

Det negative resultatet av Michelson og Morley eksperimentet medfgrte et
forklaringsproblem angaende Jordens bevegelse i universet. Einstein lgste
dette ved & forlate forestillingen om en eter, og heller postulere at lysets
hastighet i vakuum er lik i alle inertialsystemer.

I fortsettelsen skal vi utlede konsekvensene av disse postulatene.
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6.4 Samtidighet

6.4 Samtidighet

1%
&_ NS A

[ C

Bl

Figur 6.4: Tllustrasjon av samtidighet.

Kari kjgrer tog med stor hastighet, og Ola star utenfor og ser pa. Ved
et bestemt tidspunkt slas lampen i vognen pa. La hendelsen at lyset treffer
fremre vegg vaere A, og at den treffer bakre vegg veere B. Siden lampen henger
midt i vognen, vil Kari male at de to hendelsene er samtidige.

Men hva méler Ola? Etter at lampen slés pa beveger vognen seg frem-
over. Dermed er avstanden fra lampens opprinnelige posisjon til fremre vegg
blitt lengre, mens avstanden til bakre vegg er blitt kortere. Siden lyset ogsa
beveger seg med hastighet ¢ i Ola sitt referansesystem, vil han male at B
inntreffer for A.

Dette forteller oss at hendelser som er samtidige i et referansesystem ikke
ngdvendigvis er samtidige i et annet. Det faktum at samtidighet er relativt
kan brukes som verktgy til & analysere mange situasjoner og til & lgse en del
paradokser som oppstar som konsekvenser av relativitetsteorien. I avsnitt
6.8 innfgres det matematiske apparatet som trengs for & gjore dette.

6.5 Maling av lengder normalt pa fartsretningen

v,

&

)
S~

Figur 6.5

Ola har malt en gra strek pé veggen en hgyde h over bakken malt i hans
referansesystem (se figur 6.5). Senere flyr Kari rundt p& sopelimen sin i stor
hastighet med en malestav og en sprayboks med svart maling. Hun sjekker
hele tiden at sprayboksen alltid er en hgyde h over bakken. Nar hun passerer
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6 SPESIELL RELATIVITETSTEORI

veggen, setter hun en strek pa den med sprayboksen. Hvor star strekene i
forhold til hverandre?

Bade Ola og Kari er i inertialsystemer. Vi ser fgrst pa situasjonen fra
Olas synspunkt. Han ser Kari komme mot seg med hastighet v. La oss anta
at Karis maling av hgyde pavirkes av hastigheten hennes, slik at hun setter
streken sin en hgyde Ah hgyere opp enn Ola.

Sa ser vi det hele fra Karis synspunkt. Hun ser Ola komine mot seg med
hastighet v. Vi ma anta at siden Ola beveger seg relativt til Kari, s4 ma
han sette streken sin en hgyde Ah for hgyt (dette er ngyaktig det samme vi
antok om Kari nar vi si situasjonen fra Olas synspunkt.

Oppsummert sier de to avsnittene over at Kari setter streken sin Ah
hgyere opp enn Ola, og Ola setter streken sin en hgyde Ah hgyere enn Kari.
Det er bare en Ah som sgrger for at begge ser det samme nér de gar tilbake
til veggen sammen og sjekker hvordan den ser ut: Vi ma ha Ah = 0. Lengder
normalt pa fartsretningen er like lange uavhengig av hvilket referansesystem
man méler dem i.

6.6 Tidsdilatasjon

=
’ \
\ |
~N_7

VAt —> ‘ N
Figur 6.6: Lysets tilbakelagte strekning er forskjellig sett fra Kari og Ola sine
referansesystemer.

Vi ser pa situasjonen i figur 6.6, der Kari igjen kjgrer tog med Ola som
tilskuer. La hendelse A veere at lyset skrus pa, og la hendelse B vaere at
lyset treffer gulvet rett nedenfor lampen. Da vil Kari méle at tidsintervallet
mellom hendelsene er

AT = h : (6.11)
c
Ola, derimot, vil se at lysstrilen beveger seg pa skra. Ifglge Einsteins 2.
postulat, vil ogsa han male at lyset har hastighet c. Derfor vil Ola male et
tidsintervall (Ola maler ogsa hgyden til & veere h siden lengden star normalt
pa fartsretningen)

VhZ + v2At2

Cc

At = (6.12)
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6.7 Lengdekontrasjon

Hvis man lgser denne likninga med hensyn pa At og sammenligner med
likning (6.11), far vi at

A= BT (6.13)

Jiog

AT kalles egentiden, og er tidsintervallet i det referansesystemet der obser-
vatgren er i ro relativt hendelsene. Vi innfgrer

1
V= ——, (6.14)
Vi
som kalles Lorentzfaktoren. Da kan uttrykket (6.13) skrives
At = yAT. (6.15)

Eksempel 6.1: Klokker i relativ bevegelse

Ola og Per farer forbi hverandre i hvert sitt inertialsystem, med
hver sin klokke.

1. For hvert sekund som géar pa Ola sin klokke, vil Per male at det
gar v sekunder. Altsa vil Per si at Ola sin klokke gar langsomt.

2. For hvert sekund som géar pa Per sin klokke, vil Ola male at det
gar v sekunder. Altsa vil Ola si at Per sin klokke gar langsomt.

Her er det ingen motsigelse, selv om det kan se slik ut. Problemet er
at Ola og Per egentlig maler forskjellige ting. De to hendelsene i tilfelle
1 er at klokken til Ola viser to tidspunkt, mens de to hendelsene i tilfelle
2 er at klokken #il Per viser to tidspunkt. Alts& males tidsintervallet
mellom forskjellige hendelsespar i de to tilfellene. Dette tillater at bade
Per og Ola har rett samtidig uten at det er noen motsigelse.

6.7 Lengdekontrasjon

Kari flyr pa sopelime i hastighet v, og maéler lengden av den til & veere
' med en tommestokk. Ola star pa bakken, og vil ogséd maéle lengden av
sopelimen. Han setter opp en fotocelle og tar tiden At fra fremfre ende
av sopelimen passerer fotocellen (hendelse A) til bakre ende av sopelimen
passerer fotocellen (hendelse B). Da vil Ola beregne en lengde

I =vAt. (6.16)
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6 SPESIELL RELATIVITETSTEORI

v,

e
]

Fotocelle

Figur 6.7: Kari og Ola maler forskjellig lengde av sopelimen.

Kari vil beregne en tid

(6.17)

mellom hendelse A og B. Hun befinner seg i det referansesystemet der sopeli-
men er i ro, 84 hvis man er litt for kjapp ville man si at hun maler egentiden.
Problemet er at de to hendelsene ikke skjer pa samme sted i Kari sitt refe-
ransesystem. Det gjor de derimiot i Ola sitt referansesystem, sa det er Ola
som maéler egentiden. Med A7 = At gir likning (6.15) at

1
At =—At. (6.18)
Y
Innsetting i likning (6.16) og sammenligning med likning (6.17) gir da at
ll

v

l (6.19)

Ola vil male at sopelimen er kortere enn det Kari maler, og i grensen v — ¢
vil Ola méale en lengde [ = 0. Generelt gjelder at en observatgr i bevegelse
relativt et maleobjekt maler en kortere lengde enn en observater som er i
ro relativt maleobjektet. Lengden som Kari méler blir kalt for egenlengden,
ettersom hun er i ro relativt méaleobjektet.

6.8 Lorentztransformasjonen

Lorentztransformasjonen erstatter den galileiske transformasjonen, i det den
tar hensyn til Einsteins 2. postulat. Her utleder vi den ut ifra det vi vet om
tidsdilatasjon og lengdekontraksjon®.

®Det er ogsa mulig & utlede Lorentztransformasjonen uten forst & ha studert tidsdi-
latasjon og lengdekontraksjon, og heller utlede tidsdilatasjon og lengdekontraksjon som
konsekvens av Lorentztransformasjonen.
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6.8 Lorentztransformasjonen

A A,
y Y
Vv
—
S x S' xl
> >

Figur 6.8: To referansesystemer i relativ bevegelse.

Figur 6.8 viser ngyaktig samme situasjon som figur 6.1 i avsnitt 6.1. Ogsa
her beveger S’ seg langs x-aksen til S med hastighet v. De to referansesys-
temene har hver sin klokke. T det origo til S og S’ faller sammen, stilles
klokkene slik at ¢ = ¢ = 0. Avstanden en vilkarlig hendelse A til origo i S’
er d’ mélt fra S’, mens den er d mélt fra S. Da vil x4 = d + vt. Forskjellen
fra utledningen av den galileiske transformasjonener, er at vi ikke lenger kan
anta at d = d’. Tvert i mot, likning (6.19) gir at

1
d=—d. (6.20)
v
Det medforer at
¥ =~(x —vt). (6.21)
Tilsvarende far vi at koordinaten x malt i fra S er
=z +ot'). (6.22)

Hvis vi setter inn likning (6.21) i likning (6.22), finner vi etter litt rydding
fglgende likning for hvordan tiden transformeres:

ﬂzv@—%@. (6.23)

Vi har allerede argumentert for at lengder normalt pa fartsretningen ikke
endrer seg i avsnitt 6.5.

Lorentztransformasjonen

7 =5z — vt)
!
o (6.24)
v
th =t - C—2x)
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Eksempel 6.2: Tvillingparadokset

I eksempel 6.1 sa vi pa to klokker i relativ bevegelse, og hvordan
de begge malte at den andre klokken gikk langsommere. I forlengelse av
dette setter vi opp et nytt tankeeksperiment.

Ola og Per er tvillinger. Ola blir pa Jorden (som vi betrakter som et
inertialsystem S), mens Per reiser til en stjerne. La Per sitt referanse-
system vaere S’.

1. Per forlater Jorden i et romskip, med hastighet vx relativt .S.
2. Per nar reisemalet sitt og snur.
3. Per kommer tilbake til Jorden.

Néar Per starter, snur og stopper antar vi at hastighetsendringen skjer
momentant, med stor akselerasjon. Hvem er eldst nar de mgtes igjen?

Néar Per kommer tilbake, har Ola hele tiden veert i bevegelse relativt
til han med hastighet v. Per mener derfor at tida har gatt saktere hos
Ola, og at Ola er yngst. Pa akkurat samme mate argumenterer Ola for
at Per er yngst.

Forskjellen pa Per og Ola er at Per er akselerert mens Ola stadig
er i et inertialsystem. Bade Per og Ola er enige om hvem som har ak-
selerert /snudd, ettersom det finnes enkle fysiske eksperimenter som kan
avgjore om et referansesystem er akselerert eller ikke (tenk bare pa en
masse opphengt i en snor). Ola er derfor den som har rett: Per er yngst.

6.9 Addisjon av hastigheter

La Per lgpe inne i vognen til Kari med fart u = ‘%, og la vognen bevege seg
med fart v relativt Ola som star utenfor. Vi lurer na pa hvilken fart w = Z—f
Ola vil male at Per lgper med. Etter det vi har sett forstar vi at dette ikke
kan vaere s& enkelt som w = u 4 v.

Her ma vi holde tungen beint i munnen for & ha klart for oss hva som er
relativt hva. Vi gnsker & uttrykke w = ‘fl—f ved u og v. For & gjgre dette finner
vi forst hvilken fart Kari vil méle at Per har ved & Lorentztransformere teller

og nevner for seg:

" da’  y(dz —vdt)
Cdt y(dt — Hda)

w—v

=T (6.25)

2
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6.9 Addisjon av hastigheter

Figur 6.9

Her har vi delt alle ledd pa dt i andre steg. Hvis vi na lgser denne likninga

for w far vi .
w=—12 (6.26)
1+%

Likning (6.26) angir farten Ola maler at Per har.

Eksempel 6.3: Bevaring av impuls

La to partikler med masse m og hastigheter v; og vy langs z-
aksen i et system S kollidere fullstendig uelastisk. Loven om bevaring
av impuls i klassisk mekanikk gir oss da at den nye partikkelen med
masse 2m vil ha en hastighet

1
v3 = i(vl + Ug). (627)

Vi ser pa samme eksperiment fra et system S’ som beveger seg med
hastighet u langs x-aksen til S. Da vil, etter likning (6.25),

v,_vl—u
171 _uu

11—
U,_UQ—’LL
27 1 _vnu

11—

1
U/_vs—u_§(1)1+vz)—u
3 1 %p 1_%(v1+v2)u'
C2

(6.28)

Legg merke til at loven om bevaring av impuls, slik vi kjenner stgr-
relsen i klassisk mekanikk, ikke gjelder i S’, ettersom vy # (v] + v5)/2.
Dette skal vi se naermere pa i avsnitt 6.10.
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6.10 Impuls, kraft og energi

Bevaring av impuls er en av de grunnleggende lovene i fysikken. Denne loven
begr derfor formuleres slik at den er gyldig i alle referansesystemer. I eksempel
6.3 s& vi at dette ikke var tilfellet for impuls slik vi kjenner stgrrelsen fra
klassisk mekanikk.

Problemet lgses ved & innfore egenhastigheten

dr dr
U—E—Va—’wa (6.29)

der posisjonen r males i observatgrens eget referansesystem, men deriveres
med hensyn pé egentiden?.

Eksempel 6.4: Fysisk tolkning av egenhastigheten

Per har flydd hjem til Bergen fra Trondheim, og vil finne snitt-
hastigheten flyet hadde mellom takeoff og landing. Han er kjent med
avstanden mellom de to byene mélt fra Jordens overflate, men tok tiden
pa en klokke han hadde med seg. Den snitthastigheten han da finner er
egenhastigheten. Ola tok derimot tiden med utstyr montert pa Jorden.
Da vil han méle “alminnelig” hastighet.

Relativistisk impuls

Ved innfering av egenhastighet far vi na et uttrykk for impuls:
p = mn = ymv. (6.30)

Vi ser at impulsen gar mot uendelig nér v — c.
Ny definisjon av impuls far konsekvenser for bade kraft og energi. New-

tons 2. lov gjelder fortsatt, men kun pa formen®
d
F="P (6.31)
dr

“For 4 male egentiden maler man bare tidsintervallet i sitt eget inertialsystem, og kal-
kulerer egentiden ved hjelp av likning (6.15). Alle observatgrer i alle inertialsystemer vil
vaere enige om hvor stor egentiden er. For a beregne hvilken egenhastighet en observatgr i
et annet inertialsystem vil male, trenger man derfor bare & Lorentztransformere “dr”-en.
Dermed vil egenhastigheten transformeres linezert, hvilket er grunnen til at egenhastighe-
ten gir bevaring av impuls.

®Hvis man utfgrer derivasjonen finner man at kraften generelt ikke er parallell med
akselerasjonen (sammenlign med F = ma). Denne effekten kan utledes for ladninger ved
hjelp av Maxwells likninger, men den gjelder altsa generelt.
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Relativistisk kinetisk energi

Kinetisk energi er definert som det arbeidet gjort pa en partikkel med masse
m for & bringe det opp i en hastighet v. Med den nye impulsen blir dette:

51
K = ds - oy
5o dt

t1
= / vdt - dp
] dt

0

v
=Vv-p— / p-dv ved delvis integrasjon
0
v omw
=Vv-p-— dv
0 _ v
c2
1 (% mc?
=v-p— / ———du ved substitusjon u = v?/c?
2 0 1—u
2 v? 2
=v-p+mciy/1— — —mc
c

og ved innsetting av likning (6.30) og litt rydding far vi at
K =mc*(y—1). (6.32)

Som forventet er kinetisk energi lik null nar farten er null (v =0 = v =1).

Kinetisk
energi

—Klassisk
Relativistisk

30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
Hastighet (1000 km/s)

Figur 6.10: Plott av relativistisk og klassisk kinetisk energi.
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Relativistisk totalenergi

Relativistisk totalenergi defineres som:
Eior = yme? (6.33)
Likning (6.33) medfgrer at et legeme med masse m har en energi
Ey = mc?, (6.34)

selv om partikkelen er i ro og ikke befinner seg i et potensial. Denne energien
kalles hvileenergien til partikkelen. I 1905 utledet Einstein at en partikkel i ro
med masse m virkelig har et energiinnhold lik mc?. Det innebzerer at masse
egentlig er et mal for energien til et partikkel. Videre innebarer begrepet
hvileenergi at masse kan gé over i energi og motsatt, og derfor at bevaring av
masse ikke lenger gjelder som naturlov. Derimot gjelder fortsatt at energien
er bevart.

Til slutt presenteres et uttrykk som viser hvordan energi bestar av to
deler, en som er relatert til impuls og en som er relatert til masse:

E? = p* + m?ct (6.35)

Dette kan for eksempel utledes som folger:

2 2 2 2”24 2 v? 2 4
c“p :’ymc—Qc :7(1—(1—0—2))7710
— E2 2

Merk hvordan likning (6.35) reduserer seg til uttrykket for hvileenergi dersom
p =0 og til E = ¢p dersom m = 0, som vi gjenkjenner fra avsnitt om energi
og impuls i bglger.

6.11 Dopplereffekt

En observatgr beveger seg med stor fart v vekk fra en lyskilde, i lysets farts-
retning. Lyskilden sender ut lys med frekvens 1y mélt i hvilesystemet. Ob-
servatgren vil male en frekvens v # 1. Vi opplever altsa en dopplereffekt for
lysbglgene.

Vi kan finne frekvensen v som observatgren maler ved & sammenligne
perioden Ty som sendes ut fra lyskilden med perioden T som observatgren
maéler. La observatgren passere gjennom lyskilden ved tiden ¢ = 0. Vi far da
fglgende sekvens, hvor ¢, Ty og T er tider malt i hvilesystemet:

e t = 0: Fgrste bglgetopp sendes ut fra lyskilden, og fgrste bglgetopp
treffer observatgren

e t =Ty: Andre bglgetopp sendes ut fra lyskilden
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6.11 Dopplereftekt

Cc
N
. A B
Lyskilde @ ° °

<—c(71"-7;))—>

Figur 6.11

e ¢ =T7: Andre bolgetopp treffer observatgren

Vi ser av figur 6.11 at ved tiden t = Tj har observatgren flyttet seg
fra lyskilden til punkt A, og han beveger seg videre til punkt B fgr andre
bglgetopp ankommer ham ved tiden t = T7. Dette gir folgende uttrykk for
tiden T7:

1
1—

C(T1 — To) =Ty + U(Tl — T()) = T = To. (636)

ale

Merk at likning (6.36) angir perioden som lyskilden maler fra den forste
pulsen til den andre treffer observatgren. Fordi observatgren beveger seg
relativt lyskilden, ma vi regne om 77 til observatgrens referansesystem. Siden
observatgren hele tida er i ro i eget referansesystem og dermed mener at han
mottar begge pulsene pé samme sted, maler observatgren egentida mellom
de to pulsene. Fra likning (6.15) har vi at egentiden AT = (1/7)t. Dette gir
at perioden observatgren maler er

som medfgrer at

cC—
—/ . 6.37
1% c UVO ( )

Altsa angir likning (6.37) frekvensen observatgren méler som funksjon av
utsendt frekvens fra lydkilden.

Om vi nd antar at v < ¢, og rekkeutvikler brgken i likning (6.37) til
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forste orden, far vi at®

C

(6.38)

Denne likninga ser vi er identisk med likning 3.41 i avsnitt 3.5, som
beskriver tilsvarende situasjon med lydbelger. Det er verdt & merke seg at
i motsetning til hva som er tilfellet for lydbglger, er det for lyshglger ingen
forskjell pa om det er lyskilden eller observatgren som er i bevegelse — det er

kun relativ-hastigheten som har noe & si.
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Ampere-Maxwells lov, 44 for elektrisk felt, 58, 59

amplitude, 2, 10 for magnetisk felt, 58, 59
grunntone, 21

bglgefront, 22 gruppehastighet, 24

bglgelengde, 11

bolgelikninga, 13, 27 halvverdibredde, Se bandbredde

bglgetall, 14 harmonisk oscillator, 1

béndbredde, 8 harmoniske bglger, 10

bulkmodul, 31 hendelse, 79

Huygens’ prinsipp, 68
dielektrikum, 70

diffraksjon, 75 impuls, 27
diffraksjonsgitter, 78 impulstetthet
dipolantenne, 54 elektromagnetisk bolge, 52
dipolmoment, 71 inertialsystemer, 79
dispersjon, 24, 70 intensitetsfordeling ved diffraksjon, 76
dopplereffekt, 37 interferens, 74
egentiden, 86 knutepunkt, 21
Einsteins postulater, 83 kontinuitetslikninga, 43
elastisk modul, 27 konveks linse, 64
elektromagnetiske bglger kritisk dempet, 5
bglgelikninga for, 48
i materie, 57 lengdekontraksjon, 86
energi, 14 longitudinal bglge, 26
i svingebevegelse, 2 Lorentzfaktoren, 86
energitetthet lydbglge, 29
elektromagnetisk bglge, 51 lysets hastighet, 48
energitransport, 17 i materie, 57
forste harmoniske, 21 Mach-tall, 41
fase, 2 Malus’ lov, 56
fasehastighet, 11, 24 Maxwells likninger
Fermats prinsipp, 67 i materie, 57
forskyningsstrem, 45 i vakuum, 47
frekvens, 2, 11 pé differensialform, 47

pa integralform, 45
geometriske problemer, 62

godhetsfaktor, 5 node, 21

for mekanisk svingesystem, 6

for RCL-krets, 9 oscillerende dipol, 53
grensebetingelser overdempet, 5
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partikkelhastighet, 11 for elektromagnetiske bglger, 61
parvis vinkelrette vinkelbein, 62 tvillingparadokset, 89

periode, 2, 11

planbolge, 22 underdempet, 4

polarisasjonsfilter, 56
polarisering, 55, 71

Poyntings vektor, 51
primeer regnbue, 71 Youngs modul, 30

Youngs tospalteeksperiment, 75

vinkelfrekvens, 2
vinkelsum av n-kant, 63

Q, Se godhetsfaktor

RCL-krets, 8
referansesystem, 79
refleksjon, 17, 33
av elektromagnetiske bglger, 59
refleksjonskoeffisient, 20, 35
for elektromagnetiske bglger, 61
refleksjonsloven, 69
regnbuen, 70
relativitetsprinsippet, 83
resonans, 7
resonansfrekvens, 70
retningsendring, 63
ring rundt manen, 73

sekundaer regnbue, 72
sfeeriske bglger, 23
sjokkbglge, 40
Suells brytningslov, 68, 70
staende bglge, 21, 36
straling, elektromagnetisk, 52
superposisjon

elektromagnetiske bglger, 49
svevefrekvens, 42
svevning, 41
svingning

dempet, 3

tvungen, 6

udempet, 1

tidsdilatasjon, 85
toppvinkler, 62
transmisjon, 17, 33
av elektromagnetiske bglger, 59
transmisjonskoeffisient, 20, 35
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